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前言

线性代数是现代数学最基础也最具渗透力的分支之一. 它不仅是代数学、几何学、分析
学、概率论和数论等众多数学领域的共同语言, 也是物理学、工程学、计算机科学、经济学
乃至生物学的核心工具. 从量子力学中的态空间、机器学习中的注意力机制, 到数据科学中
的主成分分析, 线性代数的思想和方法无处不在. 学习线性代数, 就是在学习一种刻画 “线性
结构” 的思维方式——这种思维方式将帮助你理解高维空间中的几何、分析非线性问题的局
部近似、以及设计高效的数值算法.

历史: 从算法到结构

线性代数的历史可以追溯到两千年前. 中国汉代的数学典籍《九章算术》（约公元前 200
年至公元 200 年之间）中，已有一整章 “方程” 专门讨论多元一次方程组的解法. 书中将方
程组系数排成方阵，通过 “遍乘直除” 逐步消元，所用算法与今天的高斯消元法完全一致.
值得一提的是，当时的计算者用竹筹在方形格板上摆出数字阵列，红筹代表正数，黑筹代表
负数——这或许是历史上最早的 “矩阵操作”. 这一算法比欧洲数学家高斯的系统化工作早
了整整一千八百年.

在欧洲，行列式的研究先于矩阵代数的诞生. 莱布尼茨（Leibniz，1693 年）在写给洛必
达的一封信中，首次使用行列式的记号来判断方程组是否有解. 1750 年，克莱默（Gabriel
Cramer）发表了以其名字命名的法则，同时引出了一个著名的悖论. 用后来的贝祖定理
（Bézout’s theorem）来表述，两条 n 次平面曲线最多有 n2 个交点，因此两条三次曲线最多
相交于 32 = 9 个点。另一方面，一条三次曲线由 10 个系数决定，除去整体倍数，相当于有
9 个自由参数；因此从计数上看，9 个点似乎足以唯一确定一条三次曲线。然而，如果这 9
个点本身正是两条三次曲线的交点，那么这两条曲线的任意线性组合仍然经过这 9个点，于
是通过这些点的三次曲线并不唯一，而是形成一个一维参数族。这表明，这 9 个交点的分布
并不是完全自由的。克莱默本人无法对此给出令人满意的解释. 这个克莱默悖论（Cramer’s
paradox）刺激了后来者深入研究齐次线性方程组的解空间结构，最终成为线性代数发展的
推动力之一.

拉普拉斯（Laplace，1772年）给出了行列式按行展开的一般公式；柯西（Cauchy，1812
年）第一次用现代符号系统地整理了行列式理论，证明了乘积公式 det(AB) = detA · detB.
而真正将线性代数带入公众视野的，是一个关于高斯（Carl Friedrich Gauss）和一颗小行星
的戏剧性故事.

1801 年元旦，意大利天文学家皮亚齐（Piazzi）在西西里岛观测天空时，发现了一颗前
所未见的亮点——后来命名为谷神星（Ceres）. 他追踪了 41 天后，谷神星便消失在太阳的
强光中. 当时全欧洲的天文学家都急切地想预测它下次出现的位置，然而多数人用的古典方
法需要更长的观测弧，41 天的数据远远不够. 年仅 24 岁的高斯不慌不忙，悄悄拿出了他自
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己发明但从未公开发表的一套方法——最小二乘法（method of least squares）: 将观测数
据建立超定方程组，然后寻找使各方程误差平方和最小的解. 用这套方法，他在几个月内算
出了谷神星的轨道. 1801 年 12 月 7 日，天文学家冯·察赫（Franz Xaver von Zach）将望
远镜对准高斯所预言的方向，谷神星赫然出现. 这一事件令高斯一夜成名，也让最小二乘法
——乃至其背后的线性方程组理论——得到了整个欧洲科学界的高度重视.

矩阵作为独立的代数对象，直到 19 世纪中叶才从行列式的背景中独立出来. 西尔维斯
特（James Joseph Sylvester，1850年）创造了 “matrix”（矩阵）一词，取其拉丁语 “子宫/母
体” 之意，因为行列式可以从矩阵中 “生育” 出来. 他的挚友与合作者凯莱（Arthur Cayley，
1858 年）系统发展了矩阵代数，定义加法、数乘与乘法，并对 2 × 2 和 3 × 3 矩阵验证了
后来以他命名的凯莱-哈密顿定理: 每个矩阵均满足其自身的特征方程. 对于一般阶数，凯莱
在论文中写道：“我没有认为有必要为一般情形的定理进行正式证明”（I have not thought it
necessary to undertake the labour of a formal proof）. 这个慵懒但诚实的注记，让后来的数
学家整整忙碌了数十年.

同时代的格拉斯曼（Hermann Grassmann，1844 年）走了一条更为曲折的道路. 他在
《线性扩张论》（Die lineale Ausdehnungslehre）中建立了高维几何的代数语言，引入外积和
多重线性结构——实质上是今天外代数（exterior algebra）的完整框架. 然而这部著作在当
时几乎无人能读懂. 数学界的审稿人认为它 “充满哲学玄思而缺乏严格性”，将其束之高阁.
备受冷落的格拉斯曼转而研究梵文，成为享有声誉的语言学家——他对梵语语音规律的发
现（“格拉斯曼定律”）反而在语言学界广为人知. 格拉斯曼在数学上的天才，直到他去世数
十年后才被外微分形式理论和现代物理所重新发现.
皮亚诺（Giuseppe Peano，1888 年）第一次用公理化方式定义了抽象向量空间（加法、

数乘、封闭性、零元⋯⋯），标志着现代线性代数从具体计算走向抽象结构.

20 世纪初，希尔伯特（Hilbert）将线性代数推广到无穷维的函数空间，建立了泛函分
析和谱理论. 1925 到 1927 年间，海森堡、玻恩等人创立量子力学，发现力学量必须用不对
易的算符（矩阵）来描述——海森堡甚至最初不知道他所发明的 “乘法体系” 就是矩阵乘法.
冯·诺伊曼（von Neumann）随即将量子力学的数学基础公理化: 物理状态是希尔伯特空间
中的向量，可观测量是自伴算子，测量结果是特征值. 线性代数的特征值理论，就这样成为
了整个现代物理的语言骨架.

进入计算机时代，线性代数重新焕发活力. 矩阵分解——LU 分解、QR 分解、奇异值
分解——成为科学计算的基础算法. 2012 年以来，深度学习的革命在很大程度上就是线性
代数的胜利: 神经网络的前向传播是一系列矩阵乘法，梯度下降是向量微积分，注意力机制
是对查询向量与键向量内积的软化选择⋯⋯可以说，现代人工智能的数学心脏，就是线性代
数.
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本书的思路与特色

本书以线性方程组作为出发点, 以高斯消元法作为贯穿始终的核心计算工具, 逐步建立
起线性代数的完整理论体系.
与许多传统教材先花大量篇幅引入行列式不同, 本书有意地将行列式的系统讨论推迟到

较后面的位置. 这一安排基于如下考量: 线性代数中许多核心概念——矩阵的秩、行秩等于
列秩、线性方程组解的结构——都可以也应当通过高斯消元法来自然地定义和证明, 而不必
依赖行列式这一 “黑箱式” 的工具. 高斯消元法不仅计算上高效, 而且概念上透明, 学生可以
从中清楚地看到每一步的几何含义. 当我们在后续章节正式引入行列式时, 将从交错多重线
性函数的几何意义出发, 使学生体会到行列式的定义和性质是多么自然和必要.
本书的核心学习路线是

线性方程组 −→矩阵运算 −→线性空间与线性映射 −→行列式与特征值 −→内积空间与谱定理.

围绕这条主线, 书中还穿插若干应用选读和挑战选读内容. 这些内容用于展示线性代数通向
现代数学和应用的方向, 但初次阅读时不需要全部掌握.

全书内容概览

全书正文按十五章组织主线内容, 并在相关位置穿插若干选读、应用选读和思考题材料,
大致可分为如下几个板块:

板块一: 线性方程组与矩阵运算 (§1–§2). 第 1 章从实际问题 (网页排序算法) 出发引
入线性方程组, 发展高斯消元法, 建立最简行阶梯型理论, 并完整讨论线性方程组解的结构.
第 2 章系统介绍矩阵的加法、数乘、乘法、逆和转置等代数运算, 将初等行变换用矩阵乘法
的语言重新表达, 并证明秩在行列变换下的不变性. 这两章为后续所有章节提供了计算基础.

板块二: 线性空间与线性映射 (§3–§4). 第 3 章从 Rn 的子空间出发, 抽象出一般线性
空间的公理化定义, 引入线性相关性、基、维数等核心概念, 并讨论子空间的和、交与商空
间. 第 4 章定义线性映射, 建立线性映射与矩阵之间的对应关系 (表示矩阵), 证明维数公式
(秩-零度定理), 并讨论相似变换、第一同构定理和相抵标准型. 这两章将前面具体的矩阵计
算提升到更抽象、更统一的理论框架.

板块三: 行列式 (§5). 第 5章从有向面积的几何直观出发,将行列式定义为归一化的交
错多重线性函数, 并严格证明这一函数空间是一维的——从而保证了行列式的存在唯一性.
在此基础上建立余子式展开、行化简法、分块矩阵行列式公式、伴随矩阵与 Cramer 法则等
计算工具, 以及更一般的 Laplace 公式和 Cauchy-Binet 公式. 本章还补充了排列与逆序数
的代数背景, 以及通过子式刻画矩阵秩的等价定义.

板块四: 域、多项式与特征值理论 (§6–§8). 第 6 章将线性代数的理论从实数域推广
到一般域, 讨论域扩张、复数结构和有限域等内容. 第 7 章系统介绍一元多项式环的基本理
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论——带余除法、最大公因式、不可约分解和重根判定——为后续特征多项式和极小多项式
的讨论做好准备. 第 8 章是代数理论的核心, 引入特征值与特征向量, 讨论不变子空间、上
三角化、可对角化条件, 以及 Cayley-Hamilton 定理和极小多项式.

板块五: 双线性型、内积空间与谱定理 (§9–§10). 第 9 章引入双线性型和二次型, 讨
论对称双线性型的对角化 (Sylvester 惯性定理) 和正定性. 第 10 章在此基础上引入内积空
间, 发展正交性理论, 证明实对称矩阵的谱定理, 并讨论正交变换、酉变换的分类, 以及二次
曲线和曲面的应用.

板块六: 奇异值分解及应用 (§11–§12). 第 11 章建立矩阵的奇异值分解 (SVD), 证明
其存在性和唯一性, 并讨论低秩逼近 (Eckart-Young 定理)、主成分分析 (PCA) 和最小二乘
法等重要应用. 第 12 章以 Transformers 和注意力机制为主题, 展示线性代数在现代深度学
习中的核心作用.

板块七: 若尔当标准型及推广 (§13–§15). 第 13 章从广义特征子空间分解出发, 先处
理幂零情形, 再建立一般的若尔当标准型定理, 并给出矩阵次幂和递推数列通项公式等应用.
第 14 章利用若尔当型定义矩阵的幂级数和矩阵指数, 并将其应用于常系数线性常微分方程
组的求解和系统稳定性分析. 第 15 章引入有理标准型, 通过准素分解给出另一种标准型理
论, 并讨论其与若尔当标准型的统一.

章节依赖关系

本书的章节之间存在如下逻辑依赖关系:
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§1 线性方程组

§2 矩阵运算

§3 线性空间

§4 线性映射

§5 行列式 §6 域上的线性空间

§9 双线性型 §7 多项式

§8 特征值理论

§13 若尔当标准型 §10 内积空间

§14 矩阵函数 §15 有理标准型 §11 奇异值分解 §12 Transformers

其中最核心的主线为: 线性方程组 → 矩阵运算 → 线性空间 → 线性映射 → 行列式/特征值
→ 内积空间与谱定理. 标注为 “选读”、“应用选读”、“挑战选读” 或归入 “思考题” 的内容
可在初次阅读时跳过, 不影响主线的学习.

余成龙 郑志伟
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1 线性方程组

1.1 网页排序算法和线性方程组

线性代数的一个中心问题是求解线性方程组. 我们首先通过谷歌的网页排序模型来说
明如何建立线性方程组, 求解线性方程组, 以及在现实生活中通常会想要了解方程组的哪些
性质. 这里的目标只是引出线性方程组; 等具备矩阵运算、特征值和矩阵幂等工具之后, 我
们会再回到 PageRank 并做更系统的讨论.

我们现在每天使用的互联网在 20 世纪 90 年代迅速发展, 网络上的信息呈爆炸式增
长, 如何有效地检索和组织这些海量信息成为了亟待解决的问题。早期的搜索引擎如 Archie
（1990）、Gopher（1991）和 WebCrawler（1994）主要依赖关键词匹配和简单的文本分析，
但这种方法面临着严重的局限性：搜索结果往往充斥着大量低质量网页，而真正有价值的信
息却淹没其中。更为棘手的是，网站所有者很快发现可以通过堆砌关键词等手段操纵搜索排
名，使得搜索质量进一步下降。
这一困境的核心在于：如何在缺乏中心化权威的互联网环境中，自动判断网页的重要性

和可信度？传统的文本分析方法只能告诉我们一个网页“谈论了什么”，却无法回答“这个
网页是否值得信赖” 这一关键问题。正是在这样的背景下，1998 年，斯坦福大学的博士生拉
里·佩奇（Larry Page）和谢尔盖·布林（Sergey Brin）提出了一个革命性的想法：网页之
间的链接关系本身就蕴含着价值判断——当一个网页链接到另一个网页时，这可以被视为
一种“投票” 或“推荐”。基于这一洞察，他们开发了 PageRank 算法，将网页排名问题转化
为一个优雅的线性代数问题。这一算法也奠定了谷歌作为搜索引擎的核心竞争力.
我们通过一个简化模型来说明其基本原理：假设有四个网页 1、2、3、4, 它们之间的超

链接关系如下图所示：

1 2

3 4

图 1: 网页链接关系示意图

其中 xi 表示第 i 个网页的重要性分数. 对于 1 号网页, 其重要性分数（流量）被均分为
三部分, 分别流向 2、3、4 号网页：
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1 2

3 4

图 2: 1 号网页的流量分配

同时, 1 号网页也从 2 号和 4 号网页接收流量：

1 2

4

图 3: 1 号网页的流量输入

为简化模型, 我们假设流出的流量是平均分配的. 根据网页间的超链接关系, 可以建立
如下线性方程组来描述各网页的重要性分数：

x1 =
1
3
x2 + x4 (1 号网页的流量平衡)

x2 =
1
3
x1 (2 号网页的流量平衡)

x3 =
1
3
x1 +

1
3
x2 (3 号网页的流量平衡)

x4 =
1
3
x1 +

1
3
x2 + x3 (4 号网页的流量平衡)

我们用如下方式求解这个方程组, 将第二个方程代入第三个方程，我们得到 x3 = 4
9
x1.

将第二个方程代入第一个方程，我们得到 x4 = 8
9
x1. 用一个新的变量 t 来替代 x1，则任意

一个解一定长成如下的形式： 
x1

x2

x3

x4

 =


t
1
3
t

4
9
t

8
9
t


其中 t 为某一个实数. 代入原方程组检验，我们发现任意这种形式的四元组都是一个解. 这
表明所有网页的重要性分数具有固定的比例关系. 另一方面，从建立方程的过程来看，由于
我们没有设置重要性的度量单位，这一方程组的所有解也应当只能说明网页之间的相对重
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要性，所以得到所有成比例的解也是合理的. 假设重要性是一个大于零的数，例如代入任何
大于零的 t 值，我们得到重要性排序为 x1 > x4 > x3 > x2.
以上就是一个线性方程组的例子. 对于一般的 n 个网址的网络连接方式，类似的方法

都能建立起一组关于这 n 个未知数的同样个数的方程. 那么自然的问题是这样的方程组是
不是都有解，以及是不是所有解都长成类似刚才这个例子的形式，从而决定我们所有网页的
重要性的比例关系. 事实是，我们的网络连接图需要满足一定条件这个结论才对. 例如网络
如果不连通，那么不同连通分支之间的相对重要性就得不到了. 刚才在求解过程中，我们还
观察到最后一个方程在求解过程中没有被用到，也就是多余的. 这里多余的限制条件数目恰
好对应了自由的变量 t 的个数. 这种现象也会在之后线性方程组的理论中被严格的陈述和解
释. 本章只把 PageRank 看作一个建立并求解线性方程组的例子; 在掌握矩阵运算和特征值
理论之后, 我们会把它解释为 Markov 链的平稳分布, 并说明阻尼因子如何改善收敛性.

1.2 列向量空间与线性函数

方程组通常写作某个集合或者空间上定义的某种类型的函数等于某个值的形式。我们
需要了解这个空间上有什么结构，这类函数如何刻画，以及求解的方法. 本节将从三个基本
问题出发, 系统介绍列向量空间, 线性函数的概念，然后在下一节中介绍线性方程组的求解
方法：

(1) 什么是列向量空间？

(2) 什么是线性函数？

(3) 如何求解线性方程组？

1.2.1 列向量空间以及加法, 数乘运算

我们记 R 为全体实数的集合. 在例子中我们求数组 x1, x2, x3, x4, 我们可以将其写作一
列的形式

x =


x1

x2

x3

x4

 ,

其中每个分量 xi 都是实数, 这样的 x 被称为一个长度为 4 的实数组. 如果我们考虑长度为
2 的实数组全体构成的集合

{

(
x1

x2

)
| x1, x2 ∈ R},

这个集合记做 R2, 并且这个集合中的元素一一对应于平面上的点. 同时, R2 中的点 P 也可
以一一对应于从原点到这个点的向量

#    »
OP , 如下图所示:
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O

P

x1

x2

图 4: 点与向量的一一对应

类似的, 我们可以认为 R3 中的元素一一对应于三维空间中的点, 也一一对应于从原点
到这个点的向量.

定义 1.1. 列向量空间 (column vector space)定义为如下的集合

Rn = {



x1

x2

x3
...
xn


| xi ∈ R},

其中的元素称为列向量 (column vector).

定义 1.2. Rn 上可以定义如下两种运算:

(1) 加法 (addition): 

x1

x2

x3
...
xn


+



y1

y2

y3
...
yn


=



x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3
...

xn + yn


.

(2) 数乘 (scalar product): 任取实数 c ∈ R, 定义

c



x1

x2

x3
...
xn


:=



cx1

cx2

cx3
...
cxn


.
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注 1.1. 向量的加法和数乘有其对应的几何意义, 对于 R2 来说, 其中向量的加法和数乘的几
何意义分别是平行四边形法则和伸缩变换, 如下图所示：

(
x1

x2

)
(
y1
y2

)
(
x1 + y1
x2 + y2

)
(
x1

x2

)

− 1
2

(
x1

x2

)

图 5: 向量加法与数乘的几何意义

由实数本身乘法和加法的性质, 我们可以得到 Rn 中的加法和数乘满足如下的性质:

命题 1.1. 设 u,v,w ∈ Rn 是列向量, a, b ∈ R 是实数, 那么:

(1) u+ v = v + u (加法交换律);

(2) (u+ v) +w = u+ (v +w) (加法结合律);

(3) 存在零向量 0 =


0

0
...
0

 ∈ Rn, 使得对任意 v ∈ Rn, 有 v + 0 = v (加法的单位元);

(4) 对任意 v ∈ Rn, 存在 −v ∈ Rn, 使得 v + (−v) = 0 (加法的逆元);

(5) a(bv) = (ab)v (数乘结合律);

(6) 1v = v (数乘的单位元);

(7) a(u+ v) = au+ av (数乘对加法的分配律);

(8) (a+ b)v = av + bv (加法对数乘的分配律).

这些运算法则抽象出来将会变成抽象线性空间的公理化定义的一部分. 当加法和乘法
运算进行复合时, 我们可以得到如下的定义:
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定义 1.3 (线性组合). 设 v1,v2, . . . , vm ∈ Rn 是列向量, c1, c2, . . . , cm ∈ R 是实数, 那么列
向量

c1v1 + c2v2 + · · ·+ cmvm

称为以 c1, . . . , cm 为系数的 v1,v2, . . . , vm 的一个线性组合 (linear combination).

如注记1.11.1中所示，平面 R2 上不在一条直线上的两个向量 v,w 的所有线性组合能够通
过平行四边形的方式表示平面上的任意一个向量.

v

w

c1v
c2w

u = c1v + c2w

O

图 6: 平面 R2 上不共线向量 v,w 的线性组合生成整个平面

由数乘和加法的分配律，我们可以得到线性组合有如下的封闭性性质:

命题 1.2. 设 v1,v2, . . . , vm ∈ Rn 是列向量, w1, · · · ,wk 是它们的线性组合, 那么任意
w1, · · · ,wk 的线性组合仍然是 v1,v2, . . . , vm 的线性组合.

1.2.2 线性函数及其刻画

定义 1.4. 对于 Rn 上的函数 F : Rn → R, 如果存在 a1, . . . , an ∈ R 是常数, 使得 F 有如下
表达式

F (x) = a1x1 + · · ·+ anxn,

那么称 F 是 Rn 上的线性函数 (linear function).

例 1.1. 如下的 F 是 R2 上的线性函数:

F : R2 → R(
x1

x2

)
7→ (x1 + 1)2 − (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − (x2 + 1)2.
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定理 1.1. 函数 F : Rn → R 是线性函数当且仅当 F 满足:

(1) 对任意 x,y ∈ Rn, 有
F (x+ y) = F (x) + F (y).

(2) 对任意 c ∈ R,x ∈ Rn, 有
F (cx) = cF (x).

注 1.2. 这个定理说明 Rn 上的函数 F 是线性函数当且仅当 F 与 Rn 上加法与数乘, 也就
是与 Rn 上的线性结构相容, 这也是 F 为什么被称为线性函数.

证明. 如果 F 是线性函数, 可以直接验证 F 满足 (1), (2) 两条性质; 另一方面, 如果 F 满足
(1), (2), 我们记

a1 = F (


1

0
...
0

), a2 = F (


0

1
...
0

), . . .

则

F (


x1

0
...
0

) = a1x1, F (


0

1
...
0

) = a2x2, . . .

那么任取 v1, . . . , vm ∈ Rn, 则

F (v1 + v2 + · · ·+ vm) = F ((v1 + · · ·+ vm−1) + vm)

= F (v1 + · · ·+ vm−1) + F (vm)

= F (v1) + · · ·+ F (vm).

因此,

F (


x1

x2
...
xn

) = F (


x1

0
...
0

+ · · ·+


0

0
...
xn

) = F (


x1

0
...
0

) + · · ·+ F (


0

0
...
xn

) = a1x1 + · · ·+ anxn.

命题 1.3. 如果 F 是线性函数, 那么 F (


0

0
...
0

) = 0.
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证明. 任意取 0 6= c ∈ R, 根据定义则有

F (c


0

0
...
0

) = cF (


0

0
...
0

),

因此 F (


0

0
...
0

) = 0.

例 1.2. 如下的 F1, F2 不是 R2 上的线性函数:

F1 : R2 → R(
x1

x2

)
7→ x1 + x2 + 4,

F2 : R2 → R(
x1

x2

)
7→ x21 + x22.

对于函数 F1, 通过直接的计算得到 F1(

(
0

0

)
) 6= 0, 从而利用命题1.31.3 可知 F1 不是线性函数.

对于函数 F2, 我们可以发现

F2(

(
1

0

)
) = 1, F2(2

(
1

0

)
) = 4 6= 2,

从而根据线性函数的定义中第二条可知 F2 不是线性函数.

定义 1.5. Rn 上 m 个线性函数 F1, F2, . . . , Fm 和 m 个实数 b1, b2, . . . , bm 满足的方程组

F1(x) = b1

F2(x) = b2
...

Fm(x) = bm

称为 n 个变元的线性方程组 (system of linear equations), 代入方程组使得其成立的 x 称为
线性方程组的解 (solution of system of linear equations).
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注 1.3. 我们可以给线性方程组如下的一些几何解释:

(1) 在 R2 中, 单个线性函数 F1(x) = a1x1 + a2x2 以及实数 b1 给出的线性方程组 a1x1 +

a2x2 = b1 的解是 R2 中的一条直线. 例如 x1 + 2x2 = 3 的解是直线 x2 = − 1
2
x1 +

3
2
，

有斜率 − 1
2
和 x2 轴的截距 3

2
，如下图所示.

(0, 3
2
)

O

x1

x2

图 7: 直线 x1 + 2x2 = 3

(2) 在 R2 中, 根据 (1) 的几何解释不难理解如下线性方程组a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

的解是 R2 中两条直线的交点. 如果两条直线不相同, 则要么平行，要么相交在一个点，
即对应如上线性方程要么无解，要么有解且此时一定只有唯一解。如果两条直线相同，
则对应有无穷多组解。

x1

x2

无解

x1

x2

有唯一解

x1

x2

无穷多组解

图 8: 两个未知数两个方程的解
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(3) 在 R3 中, 如下线性方程组 a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

的解可以看成是 R3 中两个平面的交线. 注意: 在 R3 中两个不一样的平面不一定相
交, 即如上线性方程组不一定有有解, 并且如果相交, 也是交出一条线, 即此时解不唯
一.

x1
x2

x3

无解

x1
x2

x3

有解

x1
x2

x3

有解

图 9: 三个未知数两个方程的解

(4) 在更高维中也有同样的解释: 由一个线性函数给出的线性方程的解可以看成是一个低
一维的超平面, 而多个线性函数给出的线性方程组的解则是这些超平面的交.

1.3 高斯消元法和最简阶梯型

从《九章算术》到消元法

今天所谓的“高斯消元法”并不是某一天突然被发明出来的. 中国古代数学典籍《九
章算术》的“方程”章已经把未知数的系数排成方形表格, 并通过逐列消去未知量来
求解多元一次方程组. 若把当时的筹算表格翻译成现代记号, 核心步骤正是我们下面
要学习的初等行变换. 换句话说, 消元法首先是一种非常朴素的计算经验: 把复杂的
联立限制一步步改写成更容易读出答案的等价限制.

根据注记1.31.3可知一个线性方程组可能没有解, 并且即使有解也不一定只有唯一解, 那么
该如何求解线性方程组呢? 在本节中我们将利用高斯消元法, 来求解一般的线性方程组. 我
们先来看下面的一个简单的例子.

例 1.3 (两个未知量的消元). 先从最熟悉的二元一次方程组开始:x+ 2y = 7,

3x− y = 1.
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第一式给出 x = 7− 2y. 代入第二式得到

3(7− 2y)− y = 1,

即 21− 7y = 1, 所以 y = 20
7

, 进而

x = 7− 2 · 20
7

=
9

7
.

也可以用行变换记录同样的过程:(
1 2 7

3 −1 1

)
r2−3r1−−−−→

(
1 2 7

0 −7 −20

)
.

这一步的含义就是: 用第二个方程减去第一个方程的 3 倍, 把 x 消去.

习题 1.1. 用同样的方法解方程组 2x+ y = 5,

x− y = 1.

请同时写出代入法和增广矩阵行变换两种过程.

例 1.4. 
4x2 − x3 = 7 (r1)

x1 + 2x2 = 5 (r2)

2x1 + x3 = 3 (r3)

显然我们交换 r1, r2 不改变上述方程组的解, 因此我们得到:
x1 + 2x2 = 5 (r′1)

4x2 − x3 = 7 (r′2)

2x1 + x3 = 3 (r′3)

我们考虑如下操作: 保持 r′1, r
′
2 不变, 用 r′3 减去 2r′1, 得到如下的方程组:

x1 + 2x2 = 5 (r′′1 )

4x2 − x3 = 7 (r′′2 )

−4x2 + x3 = −7 (r′′3 )

上述操作并不改变方程组的解, 因为可由 r′′1 , r
′′
2 , r
′′
3 恢复出 r′1, r

′
2, r
′
3. 类似的最后再保持

r′′1 , r
′′
2 不变, 用 r′′3 加上 r′′2 , 得到 

x1 + 2x2 = 5

4x2 − x3 = 7

0 = 0
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对于上述方程组我们可以用 x3 来如下的表示 x1, x2, 其中 x3 可以取任意的实数

x1 = −
1

2
x3 +

3

2

x2 =
1

4
x3 +

7

4

因此我们可以将方程组的解写作
x1

x2

x3

 = x3


− 1

2
1
4

1

+


3
2
7
4

0

 . (1)

注 1.4. 根据上述结果可以发现该线性方程组有无穷组解, 这对应于几何解释中 R3 中三个
平面相交出一条线. 如下图所示

−2

2
4

6

1
2

3
4−5

5

交线
x1

x2

x3

4x2 − x3 = 7

x1 + 2x2 = 5

2x1 + x3 = 3

图 10: 三个平面相交出一条线

注 1.5. 在上述求解过程中，我们只关心每一行方程中 xi 前面的系数，以及右侧常数项的
变化情况. 通常我们可以把系数拿出来，只对系数做如下变换:
0 4 −1 7

1 2 0 5

2 0 1 3

 r1↔r2−−−−→


1 2 0 5

0 4 −1 7

2 0 1 3

 r3−2r1−−−−→


1 2 0 5

0 4 −1 7

0 −4 1 −7

 r3+r2−−−→


1 2 0 5

0 4 −1 7

0 0 0 0

 .

回顾例1.41.4, 在解方程中我们主要用到了如下三种操作:

(E1) 交换方程组的某两行.
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(E2) 将某一行乘以非零常数 c.

(E3) 将某一行的非零常数 c 倍加到另一行上.

我们称如上的三种操作为基础行变换 (elementary row operations). 不难发现基础行变
换均可逆, 并且其逆也是基础行变换.

定义 1.6. 有限个基础行变换的复合称为行变换 (row operations).

命题 1.4. 行变换均可逆, 并且其逆也为行变换.

证明. 因为基础行变换可逆, 且其逆也为基础行变换. 我们将一个基础行变换 O 的逆记作
O−1. 则操作 O1O2 · · ·Ok 的逆为 O−1k O−1k−1 · · ·O

−1
1 .

初等行变换中得到的新的行是由旧的行通过加法和数乘得到的, 也就是旧的行的线性组
合，而且我们知道线性组合的复合仍然是原来的对象的线性组合（性质1.21.2），因此我们可以
得到如下的结论:

命题 1.5. 行变换后的每一行是最初的行的线性组合.

思考 1.1. 三种基础行变换相互之间会产生关系，导致有些行变换可以通过其他行变换来实
现。请思考是否可以用两种基础行变换的组合来实现第三种基础行变换。

推论 1.1. 行变换不改变线性方程组的解.

由于作行变换只关注方程的系数以及右侧常数项, 因此对于如下的线性方程组

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

我们将其系数及常数项提出来记作

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

am1 am2 . . . amn

 b =


b1

b2
...
bm

 ,

并将这个线性方程组记做 Ax = b, 这也引出了矩阵的概念.

定义 1.7. 由 m× n 个数 aij 排成的 m 行 n 列的 (实) 数表称为 m 行 n 列矩阵 (matrix),
记做 (aij)m×n ∈Mm×n(R). 当 m = n 时, A ∈Mn(R) 被称为 n 阶方阵 (square matrix), 此
时 Mn×n(R) 通常简记为 Mn(R)，此处 n 称为方阵的阶数 (order of matrix).
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例 1.5. 矩阵 In ∈ Mn(R) 表示只有 (i, i) 元为 1, 其余分量为零的 n 阶方阵, 称为单位矩
阵(identity matrix).

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1


对于线性方程组 Ax = b, A 称为系数矩阵 (coefficient matrix), (A, b) 称为增广矩阵

(augmented matrix), 并将上述方程记作 Ax = b. 现在我们即可以通过行变换来操作我们的
增广矩阵, 使其最终的形式方便于我们求解, 那么究竟该操作到什么样子为止呢?
根据例1.41.4, 我们发现如果我们的增广矩阵有如下的形式, 线性方程组可以直接求解:

(1) 所有非零行在零行的上面.

(2) 对某一非零行, 称最左边的非零元为主元 (pivot), 第 i 行的主元严格比第 i+ 1 行的主
元靠左.

满足上述条件的矩阵称为行阶梯型 (row echelon form), 并且如果主元所在列的其他元素均
为零, 主元本身为 1, 则称此时为最简行阶梯型 (reduced row echelon form).

注 1.6. 由于阶梯型和最简阶梯型的定义涉及到从左到右和从上到下的顺序，所以 A 是阶
梯型（或者最简阶梯型）时，其任意左上部分也是阶梯型（或者最简阶梯型）. 这一观察在
很多归纳法中经常用到.

例 1.6. 在例子1.41.4中, 对应的增广矩阵为

(A, b) =


0 4 −1 7

1 2 0 5

2 0 1 3


如注记1.51.5中所示，通过行变换之后我们可以得到

1 2 0 5

0 4 −1 7

0 0 0 0


这是一个阶梯型。如果我们继续做矩阵的行变换，将第二行乘以 1

4
得到主元为 1 的行，再

用第二行的 −2 倍加到第一行，得到最简行阶梯型
1 2 0 5

0 4 −1 7

0 0 0 0

 1
4 r2−−→


1 2 0 5

0 1 − 1
4

7
4

0 0 0 0

 r1−2r2−−−−→


1 0 1

2
3
2

0 1 − 1
4

7
4

0 0 0 0


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如果我们对最初的增广矩阵的行变换进行不同的选择，例如选择第一步将最后一行和第一
行做交换
0 4 −1 7

1 2 0 5

2 0 1 3

 r1↔r3−−−−→


2 0 1 3

1 2 0 5

0 4 −1 7

 r2− 1
2 r1−−−−→


2 0 1 3

0 2 − 1
2

7
2

0 4 −1 7

 r3−2r2−−−−→


2 0 1 3

0 2 − 1
2

7
2

0 0 0 0


此时得到的阶梯型和前一种阶梯型不一样。但进一步经过行变换得到的最简阶梯型是一样
的。也就是从例子中我们可以看到，有不同的行变换方法可以把原矩阵变换成不同的阶梯
型，但进一步经过行变换得到的最简阶梯型是一样的。

通过例子，我们可以总结出一般通过行变换将矩阵变换成最简行阶梯型的过程是：

1. 首先通过第一种初等行变换交换行，将最左边的主元所在的行移到第一行。注意到此
时最左边的主元不一定唯一，所做行变换也不一定唯一。

2. 通过第二种初等行变换将第一行的主元变为 1。

3. 通过第三种初等行变换将第一行主元下方的所有元素变为零。此时最左边的主元已经
唯一了。

4. 接下来对第二行到最后一行重复上述过程，使得这一部分最靠左的主元落在第二行，
取值是 1, 并且其下方的所有元素都变为零。在这个过程中，我们对第一行没有做任何
操作，第二行到最后一行做行变换时这些行中最靠左的主元左边的元素都还是保持是
零。所以此时最左边的主元还是第一行的主元。

5. 对第三行到最后一行重复上述过程 · · ·。这样我们得到一个矩阵的主元按严格从左到
右的顺序依次排列在第一行，第二行，第三行 · · ·。零行由于没有主元，都在矩阵的最
下方。即此时的矩阵是阶梯型。

6. 接下来，我们通过行变换将阶梯型变成最简阶梯型。我们从最后一个非零行出发，用第
三种初等变换将后面行的某个倍数加到前面的行，使得主元上方的元素也变成零。这
样我们就得到了一个最简阶梯型。

这些操作方式总结起来就是如下的存在性定理。

定理 1.2. 矩阵 A 可通过行变换变成最简行阶梯型。

前面的操作步骤可以写作是一个对行做归纳的形式的证明，同时我们也可以通过对列
做归纳给出一个证明。
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证明. 对 m× n 矩阵的列数作归纳: 假设 n = 1 时, 对于 m× 1 矩阵

A =


a11

a21
...

am1

 .

如果 a11 = · · · = am1 = 0, 则此时已经是最简行阶梯型. 若 a11 = a21 = · · · = a(k−1)1 =

0, ak1 6= 0, 那么通过 (E1) 将 ak1 换到第一行, 用 (E2) 将第一行乘以 (ak1)
−1 使得主元变为

1, 再用 (E3) 将第一行以下变为零, 因此此时最简行阶梯型为
1

0
...
0

 ,

假设对列数为 n 的时候成立, 对于 m× (n+1) 的矩阵 A, 将其写作 A = (B, y), 其中 B

是 m × n 矩阵. 根据归纳假设 B 可由行变换得到最简行阶梯型, 记作 B′, 将同样的变换作
用在 A 上得到 A′ = (B′, y′). 如果 B′ 没有非零行, 则只需对最后一列 y′ 应用 n = 1 时的结
论: 若 y′ = 0, 则 A′ 已经是零矩阵; 若 y′ 6= 0, 则可通过行变换把 A′ 化为第一到第 n 列全
零、最后一列为 (1, 0, . . . , 0)T 的最简行阶梯型. 以下假设 B′ 有非零行, 并且 B′ 从第 k + 1

行开始是零行, 且

y′ =



y′1

y′2
...
y′k

y′k+1

...


则对 

y′k+1

...
y′m


应用 n = 1 时的结论, 可做行变换得到最简行阶梯型, 同时也对 B′ 的 k + 1 到 m 行作. 但
由于行变换不改变零矩阵, 因此不改变 B′, 得到的矩阵记作 A′′. 考虑如下两种情况:

(1) 如果 
y′k+1

...
y′m

 =


0
...
0

 ,
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则此时 A′′ 已经是最简行阶梯型.

(2) 如果 
y′k+1

...
y′m

 6= 0

则经过上述一列化简后, A′′ 的最后一列从第 k + 1 行到第 m 行形如
1
...
0

 ,

其中 1 位于第 k + 1 行. 再用第 k + 1 行的适当倍数加到第 1, 2, . . . , k 行, 将最后一列
前 k 个元素变为零, 此时得到的矩阵也是最简行阶梯型.

同时我们也有如下的唯一性定理和定义。

定理 1.3. 矩阵 A 通过行变换得到的最简行阶梯型不依赖于行变换的选取, 记作 rrefA.

这个唯一性定理的证明我们放在第1.61.6节，将依赖于我们对线性方程组解的描述。在承
认唯一性的基础上，我们可以给出矩阵的秩的定义。

定义 1.8. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R), 其对应的最简阶梯型中主元的个数被定义为 A 的秩
(rank), 记做 rankA.

秩是对矩阵或者是对应的线性方程组的核心概念，我们之后会讨论更多等价定义的方
式和应用. 由于每一行每一列至多有一个主元, 因此我们有如下的命题.

命题 1.6. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), 有 rankA ≤ min{m,n}.

对于这个不等式还有常用的满秩的概念.

定义 1.9. 如果矩阵 A ∈Mm×n(R) 的秩 rankA = m，则称 A 为行满秩矩阵 (full row rank
matrix). 如果矩阵 A ∈ Mm×n(R) 的秩 rankA = n，则称 A 为列满秩矩阵 (full column
rank matrix). 如果 A 是方阵，且 rankA = n，则称 A 为满秩矩阵 (full rank matrix).

注 1.7. 由化简为最简阶梯型的操作步骤，我们可以看出对于阶梯型矩阵 A，其主元位置和
rrefA 中的主元位置是一致的。所以阶梯型矩阵 A 的秩等于其主元的个数，或者等价的其
非零行的个数。
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1.4 线性方程组解的结构, 自由元和主元

定义 1.10. 对于线性方程组的系数矩阵 A, rrefA 中主元所在的列对应的未知元称为主元
(principal unknowns), 其余未知元称为自由元 (free unknowns).

注意这里的主元 (principal unknowns) 和矩阵 rrefA 的主元 (pivot) 有一一对应关系。
从最简阶梯型出发，我们可以写下线性方程组的解。例如以下的线性方程组：

例 1.7. 例如线性方程组 Ax = b, 其中

A =



1 0 3 5 0 1

0 1 2 1 0 2

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


b =



b1

b2

b3

b4

b5


,

则 x1, x2, x5 是主元, x3, x4, x6 是自由元. 并且根据上述最简行阶梯型, 我们可以直接分析
出方程组的解的情况:

1. 如果 b4 或者 b5 不是零, 则方程组 Ax = b 无解.

2. 如果 b4 = b5 = 0, 则 x3, x4, x6 取定任意实数后, 主元由方程组唯一确定. 或者说，我
们可以将原方程组等价的写作如下形式：

x1 = b1 − 3x3 − 5x4 − x6
x2 = b2 − 2x3 − x4 − 2x6

x5 = b3.

此时任意一组自由元的取值


x3

x4

x6

 都唯一的对应到一组解


x1

x2

x3

x4

x5

x6


=



b1 − 3x3 − 5x4 − x6
b2 − 2x3 − x4 − 2x6

x3

x4

b3

x6


=



b1

b2

0

0

b3

0


+ x3



−3
−2
1

0

0

0


+ x4



0

0

0

1

0

0


+ x6



−1
−2
0

0

0

1


.

定理 1.4 (线性方程组解的结构定理). 对于方程 Ax = b, 用行变换将 (A, b) 化作最简行阶
梯型 (A, b), 则
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(1) 方程有解等价于 A 的零行对应的 bi 也是零.

(2) 方程有解时自由元可以任意取值, 且自由元的每一组取值都唯一决定了一组解. 特别地,
方程有唯一解当且仅当没有自由元.

假设 xi1 , · · · , xir 是主元, xj1 , · · · , xjs 是自由元. 我们用映射的观点来看这个自由元取
值和解的关系, 定义到自由元的分量的投影映射

π : Rn → Rs,

π(x) 7→


xj1

xj2
...
xjs

 .

推论 1.2. 假设线性方程组 Ax = b 有解，且 S 是其解集, 则投影映射 π 限制在 S 上是
S → Rs 的双射.

利用最简阶梯型和方程组的解的关系，我们现在可以证明最简阶梯型的唯一性。具体细
节在小节1.61.6中. 这个证明过程比较长，初次学习时可以跳过. 这里的证明过程参考了首位女
菲尔兹奖得主 Maryam Mirzakhani 本科生阶段写的短文“A Simple Proof of a Theorem of
Schur”, https://doi.org/10.1080/00029890.1998.12004879.
由于秩定义成最简阶梯型中主元的个数，我们有如下对有解和无解的判定法则。

推论 1.3. 线性方程组 Ax = b

(1) 有解当且仅当 rankA = rank(A, b).

(2) 有唯一解当且仅当 rankA = rank(A, b) 并且 rankA 与 A 的列数相同.

证明. 对增广矩阵 (A, b) 的最简阶梯型 (A, b)。我们有 A 也是 A 的最简阶梯型。

注意到对零矩阵做行变换，我们总是得到零矩阵。特别的，对于 b 等于零的情形，做行
变换时得到的 b 也是零，对应的线性方程组总是有解的。

定义 1.11. 方程 Ax = 0 称为齐次线性方程组 (system of homogeneous linear equations).

定理 1.5. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解包含了零向量, 且在加法和数乘下封闭.

证明. 注意到
A(x+ y) = Ax+Ay,

A(cx) = cAx.
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在齐次线性方程组时，限制条件的个数小于未知数的个数会导致有无穷多解的直观也
是对的。

命题 1.7. 假设 A 是 m× n 的的矩阵，且 m < n. 则对应的齐次线性方程组 Ax = 0 含有
非零解.

证明. 由于最简阶梯型中每一列至多只有一个主元，因此当方程个数小于未知数个数时，主
元的个数少于未定元的个数。所以总存在某一个自由元可以取非零值，从而齐次线性方程组
一定有非零解。

定理 1.6. 对于线性方程组 Ax = b, 如果 x̃ 是其某一解 (特解), 则 Ax = b 的所有解均可
唯一的表达为 x = y + x̃, 其中 y 是 Ax = 0 的解.

证明. 只需验证如下两点:

(1) 验证 y + x̃ 是解.

(2) 验证当 x 是解时, x = (x− x̃) + x̃, 其中 x− x̃ 满足 Ax = 0.

注 1.8. 从几何上来看, 齐次线性方程组 Ax = 0 的解构成了 Rn 中的一个对加法数乘封闭
的子集, 之后我们会用更抽象的观点去描述这种子集, 并称其为一个子空间. 而 Ax = b 的
解相当于是将这个子空间做了平移.

直观上来看，对于 n 个变元的齐次线性方程组 Ax = 0，自由元的个数说明了解有多大
自由度，我们定义这个量是矩阵 A 的零度 (Nullity)，记作 Null(A). 而主元个数，或者等价
的秩，说明了方程组的限制条件的个数。我们有如下的定量描述。

定理 1.7 (Rank-Nullity 定理). 一个 m× n 矩阵 A 的零度等于 Null(A) = n− rankA.

1.5 线性方程组的相容性和确定性

我们对于线性方程组的解的存在性和唯一性等定性性质有如下定义.

定义 1.12. 对于线性方程组 Ax = b, 我们有如下定义:

(1) 如果方程有解, 我们称这个线性方程组是相容的 (consistent).

(2) 如果方程无解, 我们称这个线性方程组是不相容的 (inconsistent).

(3) 如果方程有唯一解, 我们称这个线性方程组是确定的 (definite).

推论 1.4.
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(1) 线性方程组 Ax = b 是相容的等价于 rankA = rank(A, b).

(2) 线性方程组 Ax = b 是确定的等价于 Ax = b 是相容的, 且 rankA 等于 A 的列数.

定理 1.8. 对于 n 阶方阵 A, 线性方程组 Ax = b 是否有唯一解只取决于 A, 与 b 无关.

证明. 根据推论1.41.4可知, Ax = b 有唯一解等价于 rankA = n.

例 1.8 (插值多项式的存在性和唯一性). 对于互不相同的实数 c1, . . . , cr, 以及任意实数
k1, . . . , kr, 存在唯一的次数小于等于 r− 1 的多项式 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ar−1x

r−1 使得
对于任意 i = 1, . . . , r 使得

f(ci) = ki (2)

证明. 注意到 (22) 是关于 a0, . . . , ar−1 这 r 个未知元的线性方程组, 不妨记做

A


a0

a1
...

ar−1

 =


k0

k1
...

kr−1

 .

根据线性方程组的解的结构定理, 上述方程组有唯一解当且仅当下面的线性方程组有唯一解

A


a0

a1
...

ar−1

 =


0

0
...
0

 .

这等价于 c1, . . . , cr 是 f(x) 的根, 而以 c1, . . . , cr 为根的次数不超过 r − 1 的多项式是唯一
的（只能为 0）, 从而说明了 (22) 解的唯一性.

注 1.9. 类似例1.81.8的结论也可以推广多项式在某些点的取值和导数值同时被指定的情形. 例
如, 给定互不相同的实数 c1, . . . , cr, 以及任意实数 ki,j, i = 1, . . . , r, j = 0, . . . ,mi − 1, 存
在唯一的次数小于等于 m1 + · · · + mr − 1 的多项式 f(x) 使得对于任意 i = 1, . . . , r 和
j = 0, . . . ,mi − 1 使得

f (j)(ci) = ki,j .

这个结论可以通过构造一个合适的线性方程组来证明. 此时对应的线性方程组中方程个数
和未知数个数均为 m1 + · · ·+mr. 所以只需要验证对应的齐次线性方程组只有零解即可.
类似例子也经常出现在物理学中, 很多规律都可以归结为求解线性方程组，并且其中未

知数个数和方程个数相同. 此时为了验证某个物理系统的解的存在性和唯一性，我们只需要
验证对应的齐次线性方程组只有零解即可. 习题中有图上的热方程对应的例子.
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1.6 选讲: 最简行阶梯型唯一性的证明

令 A 是一个 m× n 阶的矩阵, 在本节中我们介绍如何证明最简行阶梯型 rrefA 的唯一
性.

定理 1.9 (= 定理1.31.3). 对于任意矩阵 A，经过行变换得到的最简行阶梯型不依赖于行变换
的选取，只依赖于初始的矩阵 A.

证明. 我们对 n 做归纳法来证明: 当 n = 1 时, rrefA 只有如下两种情况:
0

0
...
0

 ,


1

0
...
0

 .

注意到行变换将零矩阵变成零矩阵, 并且由于行变换可逆, 从而行变换将非零矩阵变成非零
矩阵. 因此在 n = 1 的情况, 最简行阶梯型 rrefA 是否为零完全由 A 是不是零来决定.
现在假设命题对列数是 n 的情况成立, 对于 n + 1 列的矩阵 A, 将其写成 A = (B, y)

的形式, 其中 B 是 n 列的矩阵, y 是一个列向量. 假设此时 rrefA 有 A′ = (B′, y′) 和
A′′ = (B′′, y′′) 两种形式. 删除最后一列后, B′ 和 B′′ 都是由 B 经过行变换得到的最简行阶
梯型, 从而根据归纳假设 B′ = B′′.
现在考虑线性方程组

B


x1

x2
...
xn

 = y. (3)

由于行变换不改变线性方程组解的情况, 从而方程组 (33) 等价于如下两种方程组

B′


x1

x2
...
xn

 = y′, B′′


x1

x2
...
xn

 = y′′.

对于方程组 (33), 我们有如下两种情况:
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(i) (33) 无解, 假设 B 有 r 个主元, 那么

y′ =



0

0
...
1

0
...
0


= y′′,

其中 1 位于第 r + 1 行.

(ii) (33) 有解. 假设 B 的主元分别在 i1, . . . , ir 列. 令自由元均取 0, 则得到关于 xi1 , . . . , xir

这 r 个未知元的线性方程组, 并且有解:

xi1 = y′1, . . . , xir = y′r,

或者
xi1 = y′′1 , . . . , xir = y′′r .

但由于此时解是唯一的, 从而 y′ = y′′, 从而得到最简行阶梯型 rrefA 是唯一的.

注 1.10. 上述证明中我们用到了如下性质: 行变换将矩阵 A 的零行变换为零行, 并且不改
变其他行的零性.

1.7 挑战选读: 舒伯特胞腔的计数

挑战选读说明

Schubert cell 是表示论、代数几何和代数组合中非常重要的对象. 本小节只是借助最
简行阶梯型展示它最初级的组合影子, 不属于第一章主线内容. 初学时可以完全跳过,
不影响后续关于线性方程组、矩阵和线性空间的学习.

最简行阶梯型的存在唯一性给出来了 m × n 矩阵在行变换所定义的等价关系下的标
准形式的唯一性. 这种表达方式在几何和代数中有广泛的应用. 在本节中, 我们介绍舒伯
特胞腔的概念, 并通过最简行阶梯型来描述舒伯特胞腔的结构. 设 k, n 为正整数, 且 k ≤
n. 在之后的章节中，我们定义 Rn 中所有通过原点的 k 维子空间的集合为格拉斯曼流形
(Grassmannian)G(k, n). 对这种几何对象组成的族进行参数化会引入舒伯特胞腔 (Schubert
cell)的概念. 最简阶梯型的组合结构将给出一些有意思的计数结果. 我们首先在以下两个例
子中讨论三维空间中的直线和平面的情况.
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例 1.9. 考虑 2× 3 阶矩阵 A, 满足 rankA = 2, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解反映在 R3

中的几何意义则是 R3 中穿过原点的直线. 由于 rankA = 2, 则最简行阶梯型 rrefA 拥有的
可能性如下: (

1 0 a1

0 1 a2

)
,

(
1 b 0

0 0 1

)
,

(
0 1 0

0 0 1

)
.

所以 R3 中通过原点的直线的集合 G(1, 3) 一一对应于

R2
∐

R
∐

R0,

其中 R0 表示单点集.

例 1.10. 考虑 2 × 3 阶矩阵 A, 满足 rankA = 1, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解反映在
R3 中的几何意义则是 R3 中穿过原点的二维平面. 由于 rankA = 1, 则最简行阶梯型 rrefA
拥有的可能性如下: (

1 a1 a2

0 0 0

)
,

(
0 1 b

0 0 0

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)
.

所以 R3 中通过原点的平面的集合 G(2, 3) 一一对应于

R2
∐

R
∐

R0.

更一般的, 我们可以考虑 R4 中的平面.

例 1.11. 考虑 2 × 4 阶矩阵 A, 满足 rankA = 2, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解反映在
R4 中的几何意义则是 R4 中穿过原点的二维平面. 由于 rankA = 2, 则最简行阶梯型 rrefA
拥有的可能性如下:(

1 0 a1 a2

0 1 a3 a4

)
,

(
1 b1 0 b2

0 0 1 b3

)
,

(
1 c1 c2 0

0 0 0 1

)
,

(
0 1 0 d1

0 0 1 d2

)
,

(
0 1 e 0

0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0

0 0 0 1

)
.

所以 R4 中通过原点的平面的集合 G(2, 4) 一一对应于

R4
∐

R3
∐

R2
∐

R2
∐

R
∐

R0.

对于一般 Rn 的 k 维子空间, 我们类似的将其表示成 n− k 线性方程的形式，或者是有
m = n− k 个主元的 m× n 最简阶梯型矩阵. 在这种对应下，我们定义 G(k, n) 的舒伯特胞
腔以及对应的胞腔维数为如下:
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定义 1.13. 考虑秩为 m 的 m× n 阶最简行阶梯型矩阵组成的集合 G(n−m,n). 其中主元
分别固定在 i1 < i2 < · · · < im 列的所有最简行阶梯型矩阵称为 G(n−m,n) 中的舒伯特胞
腔 (Schubert cell). 每个舒伯特胞腔中的参数定义了一个从 Rd 到该胞腔的双射, 其中 d 称
为该胞腔的维数.

在上述用 m = n − k 个方程描述 G(k, n) 的约定下, 若主元列为 i1 < · · · < im, 则第 j

个主元行的自由参数个数为 k + j − ij . 因此对应胞腔的维数为

d =
m∑
j=1

(k + j − ij).

对应的舒伯特胞腔的计数的生成函数称为格拉斯曼流形的庞加莱多项式

定义 1.14. 格拉斯曼流形 G(k, n) 的庞加莱多项式 (Poincaré polynomial)定义为

Pk,n(t) =
∑
d≥0

cdt
d,

其中 cd 是 G(k, n) 中维数为 d 的舒伯特胞腔的个数.

以上的例子1.91.9, 1.101.10和1.111.11中我们已经计算出了 G(1, 3), G(2, 3) 和 G(2, 4) 的庞加莱多
项式分别为

P1,3(t) = t2 + t+ 1,

P2,3(t) = t2 + t+ 1,

P2,4(t) = t4 + t3 + 2t2 + t+ 1.

由于所有的舒伯特胞腔均可以通过选择主元所在的列 i1 < i2 < · · · < im 来唯一确定, 因此
舒伯特胞腔的个数等于 n 列取 m 列的个数.

命题 1.8. 对于格拉斯曼流形 G(k, n), 其舒伯特胞腔的总数为

Pk,n(1) =

(
n

k

)
.

其中维数最大的舒伯特胞腔对应于主元最靠近左边的情形, 即主元在第 1, 2, . . . ,m 列.
此时胞腔的维数为 m(n−m).
更一般的，我们可以得到庞加莱多项式的通项公式. 我们首先推广一下二项式系数的概

念.

定义 1.15. 对于非负整数 n, k 满足 k ≤ n, 定义q-整数为

[n]q = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 =
1− qn

1− q
,
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则定义q-阶乘为
[n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [1]q,

类似的定义q-二项式系数(也称为高斯系数) 为(
n

k

)
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
.

定理 1.10. 格拉斯曼流形 G(k, n) 的庞加莱多项式为

Pk,n(t) =

(
n

k

)
t

.

证明. 令 m = n− k. 由上面的维数公式,

Pk,n(t) =
∑

1≤i1<···<im≤n

t
∑m

j=1(k+j−ij).

我们按最后一列是否为主元来分类. 如果第 n 列是主元, 则 im = n, 最后一行不贡献自由参
数, 其余主元列给出 G(k, n− 1) 中的胞腔, 贡献为 Pk,n−1(t). 如果第 n 列不是主元, 则所有
主元列都落在前 n− 1 列; 与 G(k − 1, n− 1) 中同一组主元列相比, 每一行多出最后这一列
的一个自由参数, 总共多出 m = n− k 个自由参数, 贡献为 tn−kPk−1,n−1(t). 因此

Pk,n(t) = Pk,n−1(t) + tn−kPk−1,n−1(t),

并且边界条件为 P0,n(t) = Pn,n(t) = 1. 另一方面, t-二项式系数满足同样的递推关系和边界
条件: (

n

k

)
t

=

(
n− 1

k

)
t

+ tn−k

(
n− 1

k − 1

)
t

.

故 Pk,n(t) =

(
n

k

)
t

.

也可以通过归纳的方式证明庞加莱多项式和 q-二项式系数都满足类似的递推关系,从而
得到定理1.101.10. 这一对 q-二项式系数的组合解释也证明 q-二项式系数是多项式，并且系数均
为非负整数. 通过组合公式，我们还可以得到庞加莱多项式是对称的,即 Pk,n(t) = Pn−k,n(t).
其系数还有回文对称性 (palindromic).

命题 1.9. 格拉斯曼流形 G(k, n) 的庞加莱多项式满足

Pk,n(t) = tk(n−k)Pk,n(t
−1).

其中还有一个重要的单峰性质 (unimodality) 我们暂时无法用初等办法验证.
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命题 1.10 (单峰性质). 格拉斯曼流形 G(k, n) 的庞加莱多项式 Pk,n(t) =
∑

d≥0 cdt
d 的系数

列 {cd} 满足单峰性质, 即存在某个 d0 使得 c0 ≤ c1 ≤ · · · ≤ cd0
≥ cd0+1 ≥ · · · .

在引入有限域上的线性空间之后，我们还可以对定理1.101.10给出另一种组合解释, 这里就
不再赘述.
比起“算出一个解”，我们经常更关心“解集的结构”

在很多实际问题中, 我们真正关心的不是某一个答案, 而是所有可能答案的形状. 例
如化学方程式配平给出的是一个齐次线性方程组, 因此配平系数通常只确定到一个共
同倍数; 电路中的 Kirchhoff 电流定律会给出若干线性约束, 自由元对应可以自由选
择的支路电流; 图上的稳定温度问题中, 边界温度确定后内部温度是否唯一. 主元和
自由元的语言把这些现象统一了起来.

1.8 习题

1.8.1 练习题

习题里所有矩阵不加说明都是实矩阵.

习题 1.2 (建模：化学方程式配平). 用线性方程组配平乙烷燃烧反应

aC2H6 + bO2 −→ cCO2 + dH2O.

1. 分别根据 C、H、O 三种元素守恒写出关于 a, b, c, d 的齐次线性方程组.

2. 求出所有解, 并取最小正整数解.

3. 解释为什么配平方程的解通常只确定到一个共同倍数.

习题 1.3 (三元一次方程组的几何图像). 下列每个方程组都表示三个平面的交集. 分别判断
其解集是空集、一个点、一条直线、一个平面, 还是整个空间, 并用消元法验证.

x+ y + z = 1,

2x+ y − z = 0,

x− y + 2z = 3,


x+ y + z = 1,

2x+ 2y + 2z = 2,

x− y = 0,


x+ y + z = 1,

2x+ 2y + 2z = 3,

x− y = 0.

习题 1.4. 用消元法解线性方程组

1. 关于两个变元 x1, x2 的线性方程组{
x1 − 2x2 = 1

2x1 − x2 = 2
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2. 关于四个变元 x1, x2, x3, x4 的线性方程组
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4

x2 − x3 + x4 = −3
x1 + 3x2 + x4 = 1

−7x2 + 3x3 + x4 = −3

3. 关于三个变元 x, y, z 的线性方程组


2x+ y − z = 8

−3x− y + 2z = −11

−2x+ y + 2z = −3

习题 1.5. 讨论 λ 取何值时，线性方程组
λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

有唯一解，无穷多解，无解，并在有解时求其解。

习题 1.6. 考虑包含 m 个主元的最简阶梯型的 m × n 的实矩阵, 主元出现的位置相同的这
样的矩阵视作一类，求不同的种类数有多少？

习题 1.7. 考虑一个连通无向无圈无多重边的有限图 G. 令 V 是顶点的集合, 将其视为网
页，构造如下网络. 如果两个顶点之间有边连接，则假设两个网页之间有彼此两个方向之间
的超链接连接. 我们利用 Google 的 PageRank 算法得到关于每个网页重要性 (xi)i∈V 的线
性方程组. 证明此时 xi 等于经过顶点 i 的边数是这个方程组的一组解.

习题 1.8. 构造一个 3 阶方阵, 其 9 个元素各不相同, 且行简化阶梯型有且只有一个主元.

习题 1.9. 设

A =


1 1 0

−1 0 1

0 −1 −1

 , b =


b1

b2

b3

 .

证明

1. Ax = b 有解当且仅当 b1 + b2 + b3 = 0.

2. Ax = 0 的解集是 {kx1 : k ∈ R}, 其中 x1 =


1

−1
1

.
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3. 当 Ax = b 有解时, 若 x0 是一个解, 则解集是 {x0 + kx1 : k ∈ R}.

习题 1.10. 把下列矩阵化为最简行阶梯型: (默认空格处为 0)

1.


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15



2.


1 2 3 4 5

0 0 0 0 10

11 12 13 14 15



3.


1 1

1 2 1

1 2 1

1 2



4.


2 1

1 2 1

1 2 1

1 2



5.


1 1 −1
2 0 1

1 −1 0


习题 1.11. 考虑一个连通无向无圈无多重边的有限图 G. 假设 V 是顶点的集合, 其中只有
一条边相连的顶点称为边界点，有多条边相连的顶点称为内部点. 假设内部点和边界点的集
合都非空。对每一个顶点 i 取一个温度 Ti ∈ R, 称 T = (Ti)i∈V 是一个图上的温度分布. 如
果每一个内部点的温度等于与之相连的点的温度的平均值，则称这一分布称为稳定的的. 证
明：对于每一组边界点的温度值，存在唯一的内部点的温度取值，使得这一温度分布是稳定
的.

习题 1.12. 将下列问题转化为求解线性方程组的问题, 并求解:

1. 设 2× 2 矩阵 A 满足 A

(
1

1

)
=

(
4

8

)
且 A 的第一列元素之和为 2, 求所有可能的 A.

2. 空间中有一个平面经过点


1

1

0

,


0

1

1

,


1

0

1

, 求所有与该平面垂直的向量.
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3. 写出通过 5 点 M1(0, 1),M2(2, 0),M3(−2, 0),M4(1,−1),M5(−1,−1) 的二次曲线的方
程. 这里二次曲线是 xy-平面上形如 ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 的方程决定的
曲线.

习题 1.13. 若 A,C 均为 m × n 矩阵, 如果对任何 b, 线性方程组 Ax = b 与 Cx = b 都有
相同的解集, 是否一定有 A = C?

习题 1.14. 证明：交换矩阵的两行或者两列不改变秩。

习题 1.15. 设 A 为 m×n 矩阵，B 为 m× k 矩阵，证明 rank(AB) ≤ rank(A) + rank(B).

习题 1.16. 判断下列方程是否为线性方程。若不是，请说明原因。

2x− 3y + z = 1, xy + z = 2, x2 − y = 0,
1

2
x+ 4y = 7.

习题 1.17. 解下列线性方程组。 
x+ y + z = 6,

2x− y + z = 3,

x+ 2y − z = 2.

习题 1.18. 用消元法判断下列方程组有无解。若有解，写出全部解。x+ 2y − z = 1,

2x+ 4y − 2z = 3.

习题 1.19. 求下列方程组的增广矩阵，并把它化为阶梯形矩阵。
x− y + 2z = 4,

2x+ y − z = 1,

3x+ 0y + z = 5.

习题 1.20. 设参数 a ∈ R。讨论下列方程组在不同 a 下解的情况。x+ y = 1,

2x+ 2y = a.

习题 1.21. 求齐次方程组的全部解，并用一个或几个向量表示解集。x+ y + z = 0,

2x− y + z = 0.

习题 1.22. 给出一个三元一次方程组，使它的解集是一条直线。再给出一个三元一次方程
组，使它没有解。
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1.8.2 思考题

习题 1.23. 若 A,A′ 均为 m× n 矩阵, b, b′ 为 m 维向量, 方程 Ax = b 与 A′x = b′ 的解集
相同且非空, 请思考 (A′, b′) 是否一定可由 (A, b) 经过行变换得到，你能对 m = n = 2 写出
证明吗？

习题 1.24 (二次曲线束与线性方程组). 平面上的二次曲线是指形如

F (x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

的曲线，其中 a, b, c, d, e, f ∈ R 且不全为零。已知平面上两条不同的二次曲线

Fi(x, y) = aix
2 + bixy + ciy

2 + dix+ eiy + fi = 0 (i = 1, 2)

恰好交于四个不同的点 (xi, yi)，i = 1, 2, 3, 4。求证：过这四个点的任意二次曲线

F (x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

均可写为 λ1F1 + λ2F2 = 0 的形式，其中 λ1, λ2 不全为零。
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2 矩阵运算

本章我们介绍矩阵的基本概念及其运算. 矩阵是线性代数中最基本的对象之一，其在数
学和应用数学中有广泛的应用. 线性方程组的系数矩阵就是矩阵的一个重要应用，此外矩阵
还可以用来表示线性映射，并且在计算机图形学中有重要的应用. 本章我们主要介绍矩阵的
加法和乘法等基本运算，并且介绍矩阵的转置和逆矩阵等概念.

2.1 加法，数乘与乘法

在 Mm×n(R) 上定义如下的运算:

1. 加法: A = (aij)m×n, B = (bij)m×n, 则 A+B := (aij + bij)m×n.

2. 数乘: A = (aij)m×n, c ∈ R, 则 cA := (caij)m×n.

以上两种结构和列向量空间的 Rmn 上的加法和数乘一样. 此外矩阵空间还有额外的乘
法结构, 在研究线性方程组的时候我们已经见到了矩阵和列向量相乘的例子: 给定

c =


c1
...
cn

 ∈ Rn 和A ∈Mm×n(R),

如果按照列向量排列的形式将 A 记做 A = (v1, . . . , vn), 那么

Ac := c1v1 + · · ·+ cnvn,

也即是以 c1, . . . , cn 为系数的 A 中的列向量 v1, . . . , vn 的线性组合.
对于两个矩阵 A,B, 如果 A 的列数与 B 的行数相同, 我们则可以用上面的办法将矩阵

乘法定义为:

定义 2.1. 对于 A ∈ Mm×n(R) 以及 B = (w1, . . . ,wℓ) ∈ Mn×ℓ(R), 则矩阵乘法 (matrix
multiplication)定义为

AB := (Aw1, . . . , Awℓ).

同时, 矩阵乘法还可以用如下等价的方式定义:

定义 2.2. 对于 A = (aij) ∈ Mm×n(R), B = (bij) ∈ Mn×l(R), 则矩阵乘法(matrix multipli-
cation) 定义为 AB := (cij)m×l, 其中

cij =
n∑

k=1

aikbkj .

由于定义2.22.2中的对称性，我们还可以从行向量的角度理解矩阵乘法: 左边矩阵的每一
行给出右边矩阵各行的线性组合.
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定义 2.3. 对于 A ∈Mm×n(R) 以及 B ∈Mn×ℓ(R)，将 A 写作

A =


a1

a2

...
am


其中 ai 是行向量, 那么 AB 定义为具有如下行向量的矩阵:

AB =


a1B

a2B
...

amB

 .

每一行 aiB 是 B 的行向量的线性组合, 其系数由 ai 给出.

注 2.1. 对于矩阵 A,B, 只有 A 的列数与 B 的行数相同时, 矩阵乘法 AB 才有意义.

矩阵乘法与计算机图形

二维或三维图形中的一个点可以写成列向量. 旋转、缩放、错切、投影等操作都可以
用矩阵表示, 而连续做两个图形变换就对应矩阵乘法. 例如先旋转再拉伸, 和先拉伸
再旋转, 通常得到不同结果, 这正是矩阵乘法一般不交换的几何原因. 计算机动画、游
戏引擎、机器人姿态控制中反复出现的“坐标变换链”, 本质上就是矩阵乘法的链式
复合.

x

y

e1

e2

单位正方形

A

x

y

Ae1

Ae2

面积被缩放

图 11: 矩阵由两个列向量 Ae1, Ae2 决定, 并把单位正方形变成平行四边形.

例 2.1 (二阶矩阵乘法). 设

A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
0 1

−1 2

)
.
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则

AB =

(
1 · 0 + 2 · (−1) 1 · 1 + 2 · 2
3 · 0 + 4 · (−1) 3 · 1 + 4 · 2

)
=

(
−2 5

−4 11

)
.

注意每个位置都是 “左边矩阵的一行” 与 “右边矩阵的一列” 对应相乘再相加.

习题 2.1. 计算 (
2 −1
0 3

)(
1 4

2 −2

)
.

再交换两个矩阵的顺序计算一次, 比较两个结果是否相同.

命题 2.1. 矩阵乘法具有结合律. 即对于任意 A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×p(R), C ∈ Mp×q(R),
有

(AB)C = A(BC).

证明. 记 A = (air), B = (brℓ), C = (cℓj). 对任意第 i 行第 j 列的位置, 有

((AB)C)ij =

p∑
ℓ=1

(AB)iℓcℓj =

p∑
ℓ=1

(
n∑

r=1

airbrℓ

)
cℓj

=
n∑

r=1

air

(
p∑

ℓ=1

brℓcℓj

)
=

n∑
r=1

air(BC)rj = (A(BC))ij .

两个矩阵在每一个位置上的元素都相同, 因此 (AB)C = A(BC).

注意到一组向量本身也是其线性组合，组合系数组成的矩阵就会是乘法的单位元。

定义 2.4. 对于 n ∈ N, 定义 n× n 阶的单位矩阵 (identity matrix)为

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 .

命题 2.2. 对于任意 A ∈Mm×n(R), 有

ImA = A In = A.

一类和单位矩阵类似的矩阵是纯量矩阵和对角矩阵:

定义 2.5. 一个 n × n 阶矩阵 D = (dij) 如果满足 dij = 0 当 i 6= j 时, 则称 D 为一
个对角矩阵 (diagonal matrix). 此时也记作 D = diag(d11, d22, . . . , dnn). 特别地, 如果
d11 = d22 = · · · = dnn = c, 则称 D 为纯量矩阵 (scalar matrix), 记作 c In.
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注意，在有些情况下，对一般的 m×n 阶矩阵也可以定义对角矩阵, 即 dij = 0 当 i 6= j

时. 这里我们暂时只考虑方阵的对角矩阵. 可由定义得到对角阵的乘法是对角线元素的逐点
乘积:

命题 2.3. 对于任意对角矩阵 A = diag(a1, a2, . . . , an) 和 B = diag(b1, b2, . . . , bn), 有

AB = BA = diag(a1b1, a2b2, . . . , anbn).

由加法和乘法的分配律，我们还得到加法，数乘与乘法之间的关系:

命题 2.4. 对于任意 A,B ∈Mm×n(R), C ∈Mn×ℓ(R), D ∈Mp×m(R) 以及 λ ∈ R, 有

(1) D(A+B) = DA+DB;

(2) (A+B)C = AC +BC;

(3) λ(AC) = (λA)C = A(λC).

一般情况下，矩阵的乘法不满足交换律，即 AB 6= BA，甚至有可能一个乘积有定义而
另一个没有定义. 例如对于 A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×ℓ(R), 则 AB 有定义，但是 ` 6= m 时，
BA 没有定义. 即使 m = ` 时，BA 有定义, 在 m 6= n 时，AB 和 BA 的阶数也不同. 即使
m = n = ` 时, AB 和 BA 的阶数相同, 但是一般情况下仍然有 AB 6= BA. 例如我们取 A

是 n 阶对角阵, 其对角线元素依次为 c1, c2, . . . , cn, 且 ci 两两不同，则和 A 交换的 n 阶方
阵 B 也必须是对角阵.

2.2 行变换和矩阵乘法

由于对矩阵 A 左乘某个矩阵可以视为做 A 行向量的线性组合（定义2.32.3）, 而行变换也
正好是对行做一些线性组合（命题1.51.5）, 我们可以重新将之前对系数矩阵做的初等行变换用
矩阵的语言再解释一遍.

定义 2.6. 如下的三类矩阵被称为初等矩阵 (elementary matrix):

(E1)

E[ij] =



1
. . .

0 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 0

. . .
1


即交换 In 的第 i 行与第 j 行得到的矩阵.
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(E2)

E[i, c] =



1
. . .

c
. . .

1


即将 In 的第 i 行乘以 c 得到的矩阵, 其中 c 6= 0.

(E3)

E[ij, c] =



1
. . .

1
... . . .
c · · · 1

. . .
1


即将 In 的第 i 行乘以 c 加到第 j 行得到的矩阵, 其中 c 6= 0.

这三类矩阵分别对应于在恒等矩阵上做初等行变换 (E1),(E2),(E3) 得到的矩阵，这里
得到的每一行是恒等矩阵对应行的线性组合，所以组合系数就是得到的初等矩阵的每一行.
如果同样的操作对矩阵 A 来做，那么对应就是以这些系数来做 A 的行向量的线性组合，也
就是等于这个初等矩阵与 A 的乘积.

命题 2.5. 对 A ∈Mm×n(R) 做初等行变换 O 等价于对左乘相应的初等矩阵 E.

例 2.2. 假设矩阵

A =


r1

r2

r3

 ,

那么如果我们对其作用 (E3) 将第三行的 2 倍加到第一行上去, 得到的新的系数矩阵记做
A′, 那么

A′ =


r1 + 2r3

r2

r3

 =


1 0 2

0 1 0

0 0 1

A.

因此我们可以看出初等行变换 (E3) 可以看作是初等矩阵 (E3) 左乘.

推论 2.1. 对 A 做行变换 O1 . . . Ok 等价于左乘对应的初等矩阵的乘积 Ek . . . E2E1，其中
Ei 是对应于行变换 Oi 的初等矩阵.
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在很多时候我们想记录下来对矩阵做了一系列初等行变换之后左乘的矩阵 Ek . . . E2E1

是什么，此时我们有如下常用的方法.

命题 2.6. 设 A ∈Mm×n(R). 将 A 与 m 阶单位矩阵 Im 按列拼接起来, 记做 (A| Im). 如果
对 (A| Im) 做初等行变换 O1, . . . , Ok 得到 (Ek . . . E2E1A|B), 其中 Ei 是对应于行变换 Oi

的 m 阶初等矩阵, 那么 B = Ek . . . E2E1.

证明. 由于行变换只对行进行线性组合，因此对 (A| Im) 做行变换 O1, . . . , Ok 等价于分别对
A和 Im做同样的行变换. 由上面的讨论可知,对A做这些行变换等价于左乘 Ek . . . E2E1,而
对 Im做这些行变换等价于左乘 Ek . . . E2E1. 因此拼接起来的结果就是 (Ek . . . E2E1A|Ek . . . E2E1).

2.3 矩阵的逆

注意到我们的初等行变换是可逆的, 用矩阵的语言来说, 对于初等矩阵 B ∈ Mn(R),
总存在另一个初等矩阵 B′ 使得 B′BA = A 对任意的 A ∈ Mn×m(R) 成立. 或者等价的
B′B = In . 我们定义如下的概念:

定义 2.7. 对于矩阵 A ∈Mn(R)

(1) 若有 B 使得 BA = In, 则称 B 为 A 的左逆 (left inverse).

(2) 若有 C 使得 AC = In, 则称 C 为 A 的右逆 (right inverse).

(3) 如果左逆右逆均存在, 则称 A 可逆 (invertible).

由前面初等行变换可逆的结论，我们知道初等矩阵均存在左逆. 更一般的，我们有如下
对于可逆性的等价性定理:

定理 2.1. 对于矩阵 A ∈Mn(R), 如下叙述等价:

1. A 可逆.

2. A 存在左逆.

3. A 存在右逆.

4. rref(A) = In.

5. 对任意 b ∈ Rn, 方程 Ax = b 有唯一解.

6. 存在某个 b ∈ Rn, 方程 Ax = b 有唯一解.

7. Ax = 0 只有零解.
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8. rankA = n.

9. 矩阵 A 可以表示为初等矩阵的乘积.

证明. 根据线性方程组解的结构定理, 即定理1.41.4, 我们已经知道 (4),(5),(7),(8) 等价. 显然
(5)⇒(6). 反过来, 如果存在某个 b 使 Ax = b 有唯一解, 设其解为 x0. 若 Ax = 0 有非零解
u, 则 x0 + u 也是 Ax = b 的解, 与唯一性矛盾, 因此 Ax = 0 只有零解. 所以 (6)⇒(7). 这说
明 (4),(5),(6),(7),(8) 等价.

(2) =⇒ (7): 如果 A 存在左逆 B, 那么 Ax = 0 推出 x = BAx = B0 = 0, 即 Ax = 0

只有零解.
(5) =⇒ (3): 如果对任意 b ∈ Rn, 方程 Ax = b 都存在唯一解, 那么取标准基向量

b1 =


1

0
...
0

 , b2 =


0

1
...
0

 , . . .

那么不妨记Ax = b1, Ax = b2, . . . , Ax = bn唯一的解分别是 w1, . . . , wn. 令 C = (w1, . . . , wn)

则 AC = In, 即 C 是 A 的右逆.

注 2.2. 至此已经证明了如果矩阵 A 存在左逆, 那其一定存在右逆, 即 (2) =⇒ (3).

(3) =⇒ (2): 假设 A 有右逆, 存在 C 使得即 AC = In, 从而 CAC = C. 另一方面, 由
于 C 存在左逆 A, 从而 C 存在右逆, 不妨记为 D, 因此

CA = CACD = CD = In

即 C 也是 A 的左逆.
(9) =⇒ (2): 如果 A 可以表示为初等矩阵的乘积, 那么由于初等矩阵均有左逆, 因此 A

也有左逆.
(4) =⇒ (9): 如果 rref(A) = In, 那么根据推论2.12.1, 存在初等矩阵 E1, . . . , Ek 使得

EkEk−1 · · ·E1A = In, 因此 A = E−11 E−12 · · ·E−1k , 也即 A 可以表示为初等矩阵的乘积.

命题 2.7. 若 A 可逆, 则左逆与右逆均唯一存在且相同, 记做 A−1.

证明. 我们只需要证明如果 A 可逆, 那么其左逆右逆都唯一: 假设 C 是 A 的一个左逆, D
是 A 的一个右逆, 那么

C = C In = CAD = InD = D

即 A 的任何左逆与右逆都相同. 那么假设 C1, C2 是 A 的两个左逆, 由于 C1 也是 A 的右
逆, 从而 C1 = C2, 即 A 的左逆唯一, 类似的, 我们也可以说明 A 的右逆唯一.
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注 2.3 (求逆方法). 上述结论表明, 如果 A 可逆, 那么 rref(A) = In, 而根据推论2.12.1可知行
变换等价于左乘初等矩阵, 因此将其化为最简行阶梯型的初等矩阵的乘积就是 A−1. 那么我
们该如何将这些初等矩阵的乘积记录下来呢? 考虑矩阵 (A, In), 对其进行操作使得 A 化为
最简行阶梯型, 那么对应的左乘的矩阵 B, 则有 B(A, In) = (I, B), 所以此时 B = A−1. 这
样左乘的矩阵记录在了右边，从而给出了 A 的逆.

例 2.3. 考虑

A =

(
1 2

3 4

)
,

则 (
1 2 1 0

3 4 0 1

)
→

(
1 2 1 0

0 −2 −3 1

)
→

(
1 2 1 0

0 1 3
2
− 1

2

)
→

(
1 0 −2 1

0 1 3
2
− 1

2

)

因此

A−1 =

(
−2 1
3
2
− 1

2

)
注 2.4. 更一般的, 那么我们有如下的求 2 阶可逆方阵逆的办法:(

a b

c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
.

2.4 矩阵的转置

矩阵中一个很常见的操作就是将矩阵的行与列进行交换, 这就是矩阵的转置操作.

定义 2.8. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R), 其转置矩阵 (transpose matrix)是一个 n ×m 阶矩阵
AT = (bij)n×m, 其中 bij = aji.

定义 2.9. 如果矩阵 A ∈ Mn(R) 满足 AT = A, 则被称为对称矩阵 (symmetric matrix). 类
似的, 如果 AT = −A, 则称为反对称矩阵 (skew-symmetric matrix).

例 2.4. 对于列向量来说, 其转置为行向量; 对于行向量来说, 其转置为列向量.

命题 2.8. 对于矩阵转置来说, 我们有如下性质:

1. (AT )T = A.

2. (AB)T = BTAT .

证明. (1): 直接根据定义即可. (2): 由矩阵的乘法视为列向量的线性组合或者行向量的线性
组合可得到.
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推论 2.2. 对矩阵 A 做列变换等价于右乘可逆矩阵.

证明. 利用转置矩阵的观点, 对矩阵 A 进行列变换, 等价于对 AT 进行行变换再转置. 对 AT

做行变换等价于左乘某个可逆矩阵 E, 得到 EAT . 再转置得到 (EAT )T = AET . 由于 ET

仍然可逆, 所以列变换等价于右乘可逆矩阵.

2.5 秩在行列变换下的不变性

回忆定义1.81.8, 我们定义矩阵 A 的秩为其最简行阶梯型的主元个数. 一个自然的问题就
是 AT 的秩与 A 的秩有什么关系呢?11 我们可以证明 rankA = rankAT , 这主要依赖于下面
的定理.

定理 2.2. 列变换不改变矩阵 A 的秩.

这里证明中将用到的线性方程组解的结构定理, 即定理1.41.4的两个推论

1. 如果方程个数小于未知数个数, 那么齐次线性方程组 Ax = 0 中一定有自由元，从而有
非零解.

2. 齐次线性方程组 Ax = 0 的某个解等于零当且仅当对应的自由元等于零.

证明. 根据推论2.22.2, 对矩阵 A作列变换等价于右乘可逆矩阵. 因此我们只需要证明对于可逆
矩阵 B, 有 rankA = rank(AB). 记 C = AB，令 r = rankA, s = rankC. 假设 s > r. 考虑
齐次线性方程组 Ax = 0，则有主元 xi1 , · · · , xir，以及自由元 xj1 , · · · , xjn−r

. 由定理1.41.4, 该
方程组的解集可以表达为

Ax = 0 ⇐⇒ xik = fk(xj1 , · · · , xjn−r
), ∀k = 1, 2, · · · , r (4)

其中每个 fk 都是自由元 xj1 , · · · , xjn−r
的线性函数.

另一方面，考虑齐次线性方程组 Cy = 0，则其解和 Ax = 0 的解有一一对应关系, 即
x = By,y = B−1x.

假设方程组 Cy = 0 有主元 yp1
, · · · , yps

，以及自由元 yq1 , · · · , yqn−s
. 将求解公式(44)代

入表达式 y = B−1x 中自由元 yq1 , · · · , yqn−s
所在的行，我们得到一系列线性函数

yqt = gt(xj1 , · · · , xjn−r
), ∀t = 1, 2, · · · , n− s (5)

其中每个 gt 都是自由元 xj1 , · · · , xjn−r
的线性函数. 由于 s > r, 因此 n− s < n− r, 也即式

子(55)中的变量个数多于线性函数的个数. 所以存在 xj1 , · · · , xjn−r
不全为零，使得式子(55)中

每一个 yqt = 0. 此时考虑这组 xj1 , · · · , xjn−r
非零值对应的 Ax = 0 的解，也是得到一个非

零解 x. 另一方面这个解对应的 y = B−1x 是 Cy = 0 的解. 此时这个解中对应的自由元
1在一些教材中我们这里定义的矩阵的秩又被称为行秩, AT 的秩被称为 A 的列秩, 即我们要证明矩阵的行秩与列秩相同.
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yq1 , · · · , yqn−s
全为零, 所以 y = 0. 这就导致了 x = By = 0, 与 x 非零解矛盾. 因此假设不

成立, 即 s ≤ r.
对于 A = CB−1, 由于 B−1 也是可逆矩阵, 同理可得 rankA ≤ rankC, 即 r ≤ s. 综上

所述, r = s, 即 rankA = rank(AB).

推论 2.3. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R) 来说, rankA = rankAT .

证明. 设 k = rankA. 先对 A 做行变换得到 rref(A), 再对其做列变换, 可以将主元列移到前
k 列并消去其余列中的主元行分量, 从而得到秩标准形

S =

(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 O 代表分量全为零的矩阵. 也就是说, 存在可逆矩阵 P ∈ Mm(R) 和 Q ∈ Mn(R) 使得
PAQ = S. 转置后有

QTATP T = ST .

由于左乘、右乘可逆矩阵不改变秩, 且 rankST = k, 得到 rankAT = k = rankA.

从上述证明过程中, 根据可逆矩阵与行列变换的关系, 我们还能看出:

推论 2.4. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), 存在可逆矩阵 P ∈Mm(R), Q ∈Mn(R) 使得

PAQ =

(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 k = rankA, 这被称为 A 的秩标准形 (也称相抵标准形, rank normal form).

定义 2.10. 矩阵 A,B ∈ Mm×n(R) 之间被称为相抵 (equivalent), 如果存在可逆矩阵 P ∈
Mm(R), Q ∈Mn(R) 使得 PAQ = B.

定理 2.3. m× n 阶矩阵 A,B 之间相抵当且仅当 rankA = rankB, 即相抵关系完全由矩阵
的秩分类.

证明. 由于行列变换不改变矩阵的秩, 从而相抵矩阵有相同的秩; 另一方面, 如果 A,B 有相
同的秩, 它们的相抵标准型相同, 从而相抵.

2.6 分块矩阵

分块矩阵是提供一种将矩阵划分为若干子矩阵的表示方法, 在矩阵的乘法，求逆，行列
变换中有重要应用. 从已有的矩阵或者向量出发恰当的构造分块矩阵也可以提供原来矩阵
或者向量的一些性质，是研究矩阵恒等式和不变量的重要技巧. 在这一小节中，我们将介绍
分块矩阵的基本概念，在分块矩阵下矩阵的加法，数乘，乘法以及求逆等运算. 然后应用一
些经典的分块方法来求一些矩阵的逆，以及得到一些矩阵秩的不等式.
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分块矩阵：把大系统拆成小模块

分块矩阵的意义不仅是排版方便, 更是“模块化思维”. 在工程系统中, 一个大型状态
向量可能由位置、速度、温度、控制输入等不同部分组成; 在数据科学中, 一个数据
矩阵可能按样本组、特征组或训练/测试部分拆分; 在数值计算中, 大型线性方程组常
常按子区域分块求解. 分块矩阵让我们在不展开所有元素的情况下讨论整体结构, 是
从“逐元素计算”走向“结构计算”的第一步.

给定矩阵 A, 我们可以做适当的划分, 将其看作矩阵元素是矩阵的矩阵. 例如

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


如果做以下的划分，或者等价的，在矩阵的表达中添加一些横线和竖线的分隔,

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ,

我们可以将其看成 2× 2 的矩阵分块 (Aij)2×2, 其中

A11 =

(
a11 a12

a21 a22

)
A12 =

(
a13

a23

)
A21 =

(
a31 a32

)
A22 =

(
a33

)
将其写作

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

处于同一横排的子矩阵行数相同, 处于同一竖排的子矩阵列数相同. 例如上面的 A11, A12 均
有两行, A21, A22 均有一行; A11, A21 均有两列, A12, A22 均有一列.

2.6.1 分块矩阵的运算

对分块矩阵做数乘等价于对每一个分块做相同的数乘. 在前面例子中，我们有

cA =

(
cA11 cA12

cA21 cA22

)
.

如果两个矩阵 A,B ∈Mm×n(R) 有相同的分块方式, 即 A = (Aij)p×q, B = (Bij)p×q, 那
么它们的加法也等于每个分块对应相加, 即 A+B = (Aij +Bij)p×q.
分块矩阵的乘法与普通矩阵的乘法类似, 只不过将矩阵元素替换成了子矩阵. 通过直接

计算我们可以得到:
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命题 2.9. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×l(R),如果两者写成分块矩阵 A = (Aij)p×q, B =

(Bij)q×r, 且 A 的列划分与 B 的行划分相同, 则其乘积 C = AB 也是一个分块矩阵

C = (Cij)p×r, 其中 Cij =
q∑

k=1

AikBkj.

这里的行列划分相同保证了矩阵 Aik 与 Bkj 可做矩阵乘法.

例 2.5. 对于分块矩阵

M =

(
A B

C D

)
, N =

(
E F

G H

)
.

其中 A,B,C,D,E, F,G,H 都是矩阵, 且 A,C 的列数等于 E,F 的行数, B,D 的列数等于
G,H 的行数, 那么

MN =

(
AE +BG AF +BH

CE +DG CF +DH

)
.

和对角矩阵类似，我们也有分块对角阵的概念.

定义 2.11. 如果方阵 A ∈Mn(R) 可以写成如下形式

A =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Ak


其中 Ai 都是方阵, 则称 A 为分块对角矩阵 (block diagonal matrix).

与对角矩阵类似，如果有两个相同分块方式的分块对角矩阵A = (Aij)k×k, B = (Bij)k×k,
那么它们的乘积也是一个分块对角矩阵, 且

AB =


A1B1 0 · · · 0

0 A2B2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · AkBk

 .

因此我们有如下关于分块对角矩阵逆的结论.

命题 2.10. 如果方阵 A 可以写成分块对角的形式

A =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Ak


53



那么有 A 可逆当且仅当每一个 Ai 均可逆, 此时

A−1 =


A−11 0 · · · 0

0 A−12 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · A−1k

 .

证明. 将 Ai 做行变换化作最简阶梯型，同时将相同的行变换作用在 A 对应的行上，得到的
仍然是阶梯型，所以 rank(A) = rank(A1)+ · · ·+ rank(Ak). 因此 A 可逆当且仅当每一个 Ai

均可逆. 另一方面, 如果每一个 Ai 均可逆, 那么
A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Ak




A−11 0 · · · 0

0 A−12 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · A−1k

 =


In1

0 · · · 0

0 In2
· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · Ink

 = In .

类似刚刚的证明过程，我们还可以证明如下关于分块矩阵的秩的不等式:

命题 2.11. 如果矩阵 M 可以写成分块的形式

M =

(
A B

0 C

)
,

那么

1. 有秩不等式: rank(M) ≥ rank(A) + rank(C).

2. 当 B = 0 时，则有等式 rank(M) = rank(A) + rank(C).

3. 当 A,C 均为方阵时，则 M 可逆当且仅当 A,C 均可逆.

证明. 分别对 A,C 所在的行列做初等行列变换将其化为其相抵标准型, 则有

(
A B

0 C

)
→


Ir1 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 Ir2 0

0 0 0 0

 ,

其中 r1 = rank(A), r2 = rank(C). 同时利用行变换消去 Ir2 上方的所有非零元素, 并将其平
移到第 r1 + 1 至 r1 + r2 行. 这样的矩阵前面 r1 + r2 行已经是阶梯型, 且主元下方都是零.

Ir1 0 0 ∗
0 0 Ir2 0

0 0 0 ∗
0 0 0 0

 (6)
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后面的行可能还有一些非零行，经过行变换后可能提供更多主元, 所以 rank(M) ≥ r1 + r2.
当 A,C 是方阵，且均可逆时，由不等式得到 M 是满秩的，从而可逆. 当 M 可逆时, 最简
阶梯型中不能有零行或者零列，由上方的形式(66)可知 A,C 均可逆.

2.6.2 分块矩阵的行列变换

我们可以对分块矩矩阵进行分块行列变换, 得到相对较好的形式.

例 2.6. 例如对于分块矩阵

M =

(
A B

C D

)
,

其中 A,D 都是方阵. 如果 A 可逆, 我们希望用列变换的形式将其下三角化. 为了记录下列
变换所右乘的矩阵，我们将恒等矩阵放在下方做同样的列变换，即考虑

A B

C D

I O
O I

 .

我们对上方的矩阵做列变换，将前面分块的列右乘 −A−1B 加到后面分块的列上, 这里特别
需要注意的是由于是做列变换或者列的线性组合，我们只能对某一些列组成的分块右乘矩
阵. 

A B

C D

I O
O I

→

A 0

C D − CA−1B
I −A−1B
O I

 .

因此对应的列变换矩阵为 (
I −A−1B
0 I

)
.

也即 (
A B

C D

)(
I −A−1B
0 I

)
=

(
A 0

C D − CA−1B

)
即通过行列变换将其下三角化.
对于 B,C,D 可逆的时候我们也可以做类似的事情. 特别地是, 如果我们采取不同的变

换得到相同的等式, 这有时候可以给我们带来一些非平凡的结果.

例 2.7. 对于列向量 α, β, 考虑矩阵 A 的求逆:

A =

(
I α

βT 1

)
.

55



一方面我们做如下的行变换先消去 βT :(
I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I α I O
0 1− βTα −βT 1

)
→

(
I α I O
0 1 −βT (1− βTα)−1 (1− βTα)−1

)

→

(
I 0 I+α(1− βTα)−1βT −(1− βTα)−1α

0 1 −(1− βTα)−1βT (1− βTα)−1

)
其中第一步之后我们由命题2.112.11得到，矩阵 A 可逆当且仅当 1− βTα 6= 0. 并且我们得到了

A−1 =

(
I+α(1− βTα)−1βT −(1− βTα)−1α

−(1− βTα)−1βT (1− βTα)−1

)
.

另一方面我们可以先消去 α:(
I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I−αβT 0 I −α
βT 1 0 1

)
→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

βT 1 0 1

)

→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

0 1 −βT (I−αβT )−1 1 + βT (I−αβT )−1α

)
同样的，也是第一步之后我们由命题2.112.11得到，矩阵 A 可逆当且仅当 I−αβT 可逆. 并且有

A−1 =

(
(I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

−βT (I−αβT )−1 1 + βT (I−αβT )−1α

)
.

由于两种方法得到的结果相同, 且矩阵 A 可逆的条件等价, 因此我们有 I−αβT 可逆当且仅
当 1− βTα 6= 0, 且此时有非平凡等式

(I−αβT )−1 = I+α(1− βTα)−1βT

(1− βTα)−1 = 1 + βT (I−αβT )−1α

利用命题2.112.11和分块矩阵的行列变换, 我们还能得到著名的 Frobenius 秩不等式.

命题 2.12 (Frobenius 秩不等式). 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×k(R), C ∈Mk×ℓ, 有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).

证明. 下面每一步都是可逆的分块行变换或分块列变换, 等价于左乘或右乘可逆分块矩阵,
因此不改变矩阵的秩:(

AB 0

B BC

)
→

(
0 −ABC
B BC

)
→

(
0 ABC

B 0

)
→

(
ABC 0

0 B

)
.

根据命题2.112.11, 我们有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).
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例 2.8. 对于矩阵 A ∈Mn(R), 有 A2 = I 当且仅当 rank(A+ In) + rank(A− In) = n.

证明. 注意到(
In +A 0

0 In−A

)
→

(
In +A In +A

0 In−A

)
→

(
In +A 2 In

0 In−A

)
→

(
In +A 2 In

1
2
(A2 − In) 0

)

从而 A2 = I 当且仅当 rank(A+ In) + rank(A− In) = n.

注 2.5. 类似的技巧可以证明, 如果 f(x) 和 g(x) 是互素多项式, 则对于 A ∈ Mn(R), 有
f(A)g(A) = 0 当且仅当 rank(f(A)) + rank(g(A)) = n.

2.7 选读: 快速傅立叶变换

选学背景

快速傅立叶变换展示矩阵乘法和复数根在算法中的威力. 本小节需要复数、递归和一
点算法复杂度背景, 不影响矩阵运算主线; 对计算机科学或竞赛算法感兴趣的读者可
以先读直观部分, 暂时跳过严格复杂度推导.

1965年, James W. Cooley与 John W. Tukey在《Mathematics of Computation》上发表
了一篇仅五页的论文22,提出了一种将离散傅立叶变换的计算复杂度从 O(n2)降至 O(n logn)
的分治算法, 即快速傅立叶变换 (Fast Fourier Transform, FFT). 这一算法被广泛认为是 20
世纪最重要的数值算法之一.
事实上, FFT的核心思想可以追溯到更早的年代. 1805年,高斯 (C. F. Gauss)在研究小

行星轨道的插值问题时, 就在未发表的手稿中记录了本质相同的算法——比 Cooley–Tukey
的论文早了整整 160 年! 但在没有电子计算机的时代, 这一发现并未引起重视. 直到 Cooley
和 Tukey 的工作出现在数字计算机蓬勃发展的背景下, FFT 才迅速改变了科学计算的面貌.

FFT 的影响是深远的. 在它诞生之前, 对一个包含 n = 106 个采样点的信号做频谱分
析需要约 1012 次运算, 以当时计算机的速度需要数天乃至数周; 而 FFT 将运算量降至约
2× 107 次, 几乎可以瞬间完成. 正是这种 “从不可能到轻而易举” 的飞跃, 使得 FFT 成为现
代数字信号处理、图像分析、无线通信、量子计算等众多领域不可或缺的基石.
从线性代数的角度看, FFT的本质是一种结构化矩阵的快速乘法：它利用单位根的精妙

代数性质, 将一个 n × n 范德蒙德矩阵与向量的乘法从 O(n2) 加速到 O(n logn). 这是 “利
用矩阵结构降低计算复杂度” 这一核心思想的经典范例, 也是本节将其纳入线性代数教材的
原因.

我们从多项式乘法这一最直观的动机出发, 来介绍 FFT 的原理.
2J. W. Cooley and J. W. Tukey, An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series, Math. Comp.

19 (1965), 297–301.
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给定两个 d 次多项式
h1(x) = a0 + a1x+ · · ·+ adx

d

h2(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bdx
d

多项式乘积为
h(x) = h1(x)h2(x) := c0 + c1x+ · · ·+ c2dx

2d,

其中 ck =
∑

i+j=k aibj . 如果直接计算所有 aibj 并把它们累加到对应的 ci+j 中,需要 (d+1)2

次系数乘法, 即复杂度为 O(d2). 能否做得更快? 答案是肯定的——借助快速傅立叶变换
(fast Fourier transformation)与快速傅立叶逆变换 (inverse fast Fourier transformation), 我
们可以将复杂度降到 O(d log d). 其关键思想是：与其直接操作系数, 不如先将多项式转化为
“点值表示”, 在点值层面完成乘法, 再转换回系数表示.

具体来说, 注意到 h(x) 是一个 2d 次多项式, 其可以由在 2d + 1 个不同的 x 处取值决
定, 即我们有如下的矩阵表达式

h(x0)

h(x1)
...

h(x2d)

 =M


c0

c1
...
c2d

 =


1 x0 x20 . . . x2d0

1 x1 x21 . . . x2d1
...

...
...

...
1 x2d x22d . . . x2d2d




c0

c1
...
c2d


其中 M 被称为范德蒙德矩阵 (Vandermonde matrix).

如果知道了 h1(xi)与 h2(xi)的这些节点值,节点值 h(xi)可以通过 h(xi) = h1(xi)h2(xi)

计算, 这只需要进行 2d + 1 次乘法运算, 其时间复杂度为 O(d). 因此关键在于如何以
O(d log d) 的时间复杂度通过 h1(x) 与 h2(x) 的系数来得到节点值 h1(xi), h2(xi), 以及如
何以 O(d log d) 的时间复杂度通过节点值 h(xi) 来得到 h(x) 的系数, 这就是快速傅立叶变
换与快速傅立叶逆变换要完成的事情.
现在我们对一个一般的 n − 1 次多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x

n−1 来介绍快速
傅立叶变换与快速傅立叶逆变换. 不失一般性的, 我们可以假设 n = 2s, 因为我们总可以把
一个多项式等价的看成是次数更高的多项式, 但是那些高次项的系数是零.
注意到任意给 n 个节点 x1, . . . , xn, 通过暴力计算得到所有的 f(xi) 需要 n2 次乘法, 因

此时间复杂度为 O(n2). 快速傅立叶变换并不选取任意 n 个节点, 而是选取 n 个单位根作为
节点.

定义 2.12 (n 次单位根). 设 n 为正整数. 称 ω ∈ C 为n 次单位根, 若 ωn = 1. 全体 n 次单
位根为

ωk
n = e2πik/n, k = 0, 1, . . . , n− 1.

其中 ωn := e2πi/n 称为n 次本原单位根.

单位根有以下重要性质, 这些性质是快速傅立叶变换算法得以成立的代数基础:
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(1) 周期性: ωk+n
n = ωk

n;

(2) 折半引理: ω2k
n = ωk

n/2（当 n 为偶数时）;

(3) 消去引理: ωn/2
n = eiπ = −1, 因此 ω

k+n/2
n = −ωk

n;

(4) 求和引理:
n−1∑
k=0

ωjk
n =

n, j ≡ 0 (mod n),

0, j 6≡ 0 (mod n).

快速傅立叶变换的核心思想是：利用上述性质, 按照奇偶性将 f(x) 分成两部分

f(x) = (a0 + a2x
2 + · · ·+ an−2x

n−2) + (a1x+ a3x
3 + · · ·+ an−1x

n−1),

令 feven(y) = a0+a2y+a4y
2+ · · ·+an−2yn/2−1, fodd(y) = a1+a3y+a5y

2+ · · ·+an−1yn/2−1,
则

f(x) = feven(x
2) + x fodd(x

2).

例 2.9. 例如 h(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1, 我们将其写作

h(x) = (x4 + 2x2 + 1) + x(3x2 + 1)

= heven(x
2) + xhodd(x

2).

对于任意 0 ≤ k < n
2
, 我们有

f(ωk
n) = feven(ω

2k
n ) + ωk

n fodd(ω
2k
n ) = feven(ω

k
n/2) + ωk

n fodd(ω
k
n/2)

以及

f(ωk+n/2
n ) = feven(ω

2k+n
n ) + ωk+n/2

n fodd(ω
2k+n
n ) = feven(ω

k
n/2)− ωk

n fodd(ω
k
n/2).

上式最后一步用到了 ω
k+n/2
n = −ωk

n（因为 ω
n/2
n = eiπ = −1）以及 ω2k+n

n = ω2k
n . 因此如

果我们已经知道了 feven(ω
k
n/2) 与 fodd(ω

k
n/2) 这些节点值, 则可以通过 O(n) 的复杂度得到

f(ωk
n) 这些节点值. 而对于 feven(x) 和 fodd(x) 来说这是规模缩小了一半的子问题, 所以我

们不断向下递归分治, 当 n = 1 时结束, 从而可以以 O(n logn) 的复杂度通过多项式系数得
到节点值.

算法复杂度的严格推导

设对 n 个点进行快速傅立叶变换所需的运算次数为 T (n). 每一步递归中, 我们将问题
分成两个规模为 n/2 的子问题（分别计算 feven 和 fodd 在 n/2 个单位根处的值），合并时需
要 O(n) 次运算（即对 k = 0, 1, . . . , n/2− 1, 分别计算一次乘法 ωk

n · fodd(ω
k
n/2), 一次加法和

一次减法）. 因此有递推关系

T (n) = 2T (n/2) +O(n), T (1) = O(1).
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设 n = 2s, 展开递推:

T (2s) = 2T (2s−1)+c·2s = 2
(
2T (2s−2)+c·2s−1

)
+c·2s = 4T (2s−2)+2c·2s = · · · = 2sT (1)+sc·2s.

由此得 T (n) = O(n) + O(n log2 n) = O(n logn). 这便是快速傅立叶变换的时间复杂度为
O(n logn) 的严格推导.

注 2.6. 此即经典的主定理 (Master Theorem) 的特殊情形：对 T (n) = aT (n/b)+O(nd), 当
a = bd 时 T (n) = O(nd logn). 这里 a = 2, b = 2, d = 1, 恰好落入 a = bd 的情形.

如果我们用矩阵的语言来解释快速傅立叶变换, 这相当于以 O(n logn) 的复杂度计算了
如下矩阵乘法

1 1 1 1 · · · 1

1 ωn ω2
n ω3

n · · · ωn−1
n

1 ω2
n ω4

n ω6
n · · · ω

2(n−1)
n

1 ω3
n ω6

n ω9
n · · · ω

3(n−1)
n

...
...

...
... . . . ...

1 ωn−1
n ω

2(n−1)
n ω

3(n−1)
n · · · ω

(n−1)(n−1)
n





a0

a1

a2

a3
...

an−1


=



f(1)

f(ωn)

f(ω2
n)

f(ω3
n)

...
f(ωn−1

n )


Python 递归实现

下面给出快速傅立叶变换的递归实现. 该实现严格按照上述数学推导, 将多项式系数按
奇偶下标拆分, 递归求解后按蝶形运算合并.

import cmath

def fft(a):
"""
快速傅立叶变换 (递归实现)
输入: a = [a_0, a_1, ..., a_{n-1}], 长度 n 为 2 的幂
输出: [f(omega^0), f(omega^1), ..., f(omega^{n-1})]
"""
n = len(a)
if n == 1:

return a
# 按奇偶下标拆分
a_even = fft(a[0::2]) # 偶数下标系数
a_odd = fft(a[1::2]) # 奇数下标系数
omega_n = cmath.exp(2j * cmath.pi / n) # n 次本原单位根
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omega = 1
result = [0] * n
for k in range(n // 2):

result[k] = a_even[k] + omega * a_odd[k]
result[k + n // 2] = a_even[k] - omega * a_odd[k]
omega *= omega_n

return result

def ifft(y):
"""
快速傅立叶逆变换 (递归实现)
输入: y = [f(omega^0), ..., f(omega^{n-1})]
输出: 多项式系数 [a_0, a_1, ..., a_{n-1}]
"""
n = len(y)
# 取共轭后做 FFT, 再除以 n
y_conj = [v.conjugate() for v in y]
a = fft(y_conj)
return [v.conjugate() / n for v in a]

def poly_multiply(h1, h2):
"""
利用 FFT 计算两个多项式的乘积
输入: h1, h2 为多项式系数列表
输出: 乘积多项式的系数列表
"""
# 将长度补齐为 2 的幂
n = 1
while n < len(h1) + len(h2) - 1:

n *= 2
h1 += [0] * (n - len(h1))
h2 += [0] * (n - len(h2))
# FFT -> 逐点相乘 -> IFFT
y1 = fft(h1)
y2 = fft(h2)
y = [a * b for a, b in zip(y1, y2)]
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return [round(v.real) for v in ifft(y)]

注 2.7. 上述递归实现的时间复杂度为 O(n logn), 空间复杂度为 O(n logn)（因递归栈深度
为 logn, 每层分配长度为 n 的数组）. 在实际工程中, 通常采用迭代版本（Cooley–Tukey 蝶
形算法）以避免递归开销, 并可原址计算将空间复杂度降至 O(n).

如果想要通过节点值得到多项式系数, 实际上就是要计算如上矩阵的逆矩阵, 但是不难
发现

W =



1 1 1 1 · · · 1

1 ωn ω2
n ω3

n · · · ωn−1
n

1 ω2
n ω4

n ω6
n · · · ω

2(n−1)
n

1 ω3
n ω6

n ω9
n · · · ω

3(n−1)
n

...
...

...
... . . . ...

1 ωn−1
n ω

2(n−1)
n ω

3(n−1)
n · · · ω

(n−1)(n−1)
n


的逆矩阵为

W−1 =
1

n
W.

证明. 只需验证 WW = nIn. 设 W 的第 (j, k) 个元素为 Wjk = ωjk
n , W 的第 (k, l) 个元素

为 W kl = ω−kln . 则

(WW )jl =
n−1∑
k=0

ωjk
n · ω−kln =

n−1∑
k=0

ω(j−l)k
n .

由上文中单位根的求和引理, 当 j = l 时上式 = n, 当 j 6= l 时上式 = 0. 因此 WW = nIn,
即 W−1 = 1

n
W .

这意味着, 如果想要通过 f(x) 的节点值得到 f(x) 的系数, 只需要将这些节点值作为多
项式 g(x) 的系数, 然后取 ω0

n, ω
−1
n , . . . , ω

−(n−1)
n 作为节点进行快速傅立叶变换, 得到的节点

值 g(ω−in ) 除以 n 就是 f(x) 的系数.

完整的多项式乘法流程

综上, 利用快速傅立叶变换计算两个 d 次多项式 h1(x) 与 h2(x) 的乘积, 完整流程如下:

(1) 补零: 设 n 为大于 2d+ 1 的最小的 2 的幂. 将 h1 和 h2 的系数向量补零至长度 n.

(2) FFT (求值): 分别对 h1 和 h2 的系数向量做快速傅立叶变换, 得到它们在 n 个单位根
处的取值. 复杂度: O(n logn).

(3) 逐点相乘: 计算 h(xi) = h1(xi) · h2(xi), i = 0, 1, . . . , n− 1. 复杂度: O(n).

(4) IFFT (插值): 对乘积的节点值做快速傅立叶逆变换, 得到 h(x) 的系数. 复杂度:
O(n logn).
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总时间复杂度为 O(n logn) = O(d log d), 相比于暴力计算的 O(d2) 有本质改进.

快速傅立叶变换的应用

快速傅立叶变换的意义远远超出了多项式乘法本身. 以下列举几个重要的应用方向.

1. 大整数乘法

两个 n 位整数的乘法可以归结为多项式乘法: 将整数视为以某个进制为基底的多项式,
例如整数 1234 对应多项式 4 + 3x+ 2x2 + x3（以 x = 10 代入即可还原）. 因此利用 FFT
可以在 O(n logn) 时间内完成大整数乘法, 远优于小学竖式算法的 O(n2) 复杂度. 这是现
代高精度计算库（如 GMP）的核心技术之一. 进一步地, Schönhage–Strassen 算法利用数
论变换 (Number Theoretic Transform, NTT)——即在有限域 Z/pZ 上的 FFT——实现了
O(n logn log logn) 的大整数乘法.

2. 信号处理与频谱分析

在信号处理领域, FFT 是将时域信号转化为频域表示的标准工具. 给定时域采样信号
(x0, x1, . . . , xn−1), 其离散傅立叶变换

Xk =
n−1∑
j=0

xj e
−2πijk/n, k = 0, 1, . . . , n− 1

给出了信号在各个频率分量上的振幅和相位. 如果用直接法计算, 需要 O(n2) 次运算, 而
FFT 将其降至 O(n logn). 这使得实时频谱分析成为可能, 广泛应用于音频处理、无线通信、
雷达系统等.

3. 图像处理与数据压缩

二维 FFT 是图像处理的基础工具. JPEG 图像压缩标准使用的离散余弦变换 (DCT)
本质上是实数 FFT 的变体. 通过将图像从空间域变换到频率域, 可以识别并丢弃人眼不敏
感的高频分量, 从而实现高效压缩. 此外, FFT 也广泛用于图像滤波（如去除周期性噪声）、
图像配准等任务.

4. 卷积计算

两个离散序列 (a0, . . . , an−1) 与 (b0, . . . , bm−1) 的卷积定义为 ck =
∑

i+j=k aibj , 这
与多项式乘法的系数计算完全一致. 因此 FFT 可以将任意卷积运算从 O(nm) 加速到
O(N logN)（N 为补零后的长度）. 卷积在概率论（概率密度函数的卷积）、统计学（滑
动平均）、深度学习（卷积神经网络）中都有核心应用.
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5. 求解偏微分方程

谱方法 (spectral method) 是求解偏微分方程的重要数值方法之一. 其核心思想是将未
知函数展开为傅立叶级数, 利用 FFT 快速地在物理空间和频率空间之间转换. 例如, 对于周
期性边界条件下的热方程 ut = uxx, 在频率空间中微分算子变为简单的乘法, 从而将偏微分
方程转化为常微分方程组. FFT 使得每个时间步的计算复杂度仅为 O(n logn).

6. 数论与组合

在算法竞赛和组合数学中, FFT（特别是数论变换 NTT）被广泛用于:

• 计算生成函数的乘积, 从而高效求解计数问题;

• 在模素数意义下进行多项式运算, 避免浮点误差;

• 快速计算 Möbius 反演等数论函数的卷积.

2.8 习题

2.8.1 练习题

习题中的矩阵均为实矩阵.

习题 2.2 (初等矩阵记录行变换). 设

A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .

1. 写出左乘后实现行变换 r2 ← r2 − 4r1 的初等矩阵 E1.

2. 写出左乘后交换第 1 行和第 3 行的初等矩阵 E2.

3. 计算 E2E1A, 并说明两个行变换的先后顺序.

习题 2.3 (矩阵乘法不交换的几何原因). 令

R =

(
0 −1
1 0

)
, S =

(
2 0

0 1

)
.

1. 分别描述 R 和 S 对平面图形的作用.

2. 计算 RS 与 SR.

3. 取点 (1, 1)T , 分别计算 RS(1, 1)T 和 SR(1, 1)T , 并解释为什么“先旋转再拉伸”和“先
拉伸再旋转”不同.
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习题 2.4. 计算矩阵乘法:

1.


1 4 7 9

−3 3 8 0

1 0 0 0



5 6 7

9 −2 0

11 −1 −3
1 0 0

 ;

2.


X 1 0

X2 +X 2 0

0 X X − 1



−1 X −X
8 −X − 2 −2
0 0 1

 .

3.
[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
(θ, ϕ ∈ R).

4.
[
0 −1
1 1

]6
. (为什么?)

习题 2.5. 设矩阵 A,B 的行数相等. 证明: 存在矩阵 X 使得 AX = B 当且仅当 rank(A) =
rank((A,B)). (其中 (A,B) 表示将两个矩阵拼接得到的矩阵.)

习题 2.6. 设有 n 个矩阵 A(1), · · · , A(n)(注意, 此处上标不是乘方), 其大小未知, 但满足乘
积 P = A(1)A(2) · · ·A(n) 有意义. 记 A(k) 的第 i 行第 j 个元素为 a

(k)
ij , P 的第 i 行第 j 个

元素为 pij. 请用 a
(k)
ij 表示 pij.

提示: 答案并不复杂. n = 2 时的答案为

pij =
∑
k

a
(1)
ik a

(2)
kj .

习题 2.7. 设 G = (V,E) 是一个图, 顶点集 V = {1, 2, · · · , n}. n 阶矩阵 A 是 G 的邻接矩
阵, 即 A 的元素 aij 等于顶点 i, j 之间边的数量.
证明 Ak 的第 i 行第 j 个元素等于 i, j 之间长度为 k 的道路的数量. (所谓 i, j 之间长

度为 k 的道路, 是指 V 的一列元素 i = v0, v1, · · · , vk = j 和 E 的一列元素 e1, · · · , ek, 满
足 eh 的顶点为 vh−1, vh.)
提示: 使用问题2.62.6的结果.

习题 2.8. 证明: 与所有 n 阶方阵均可交换的 n 阶方阵必为纯量方阵, 即形如 λIn, λ ∈ R.

习题 2.9. 设 A ∈ Mn(R) 是对角线元素互不相同的对角矩阵, 证明所有与 A 乘法交换的矩
阵均为对角矩阵.

习题 2.10. 称 n 阶方阵 A = (aij) 为上三角阵 (upper triangular matrix), 如果对于任意
i > j, 有 aij = 0. 如果此时 A 的对角线元素均为 0，称 A 为严格上三角阵 (strictly upper
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triangular matrix). 类似地, 如果 A 满足对于任意 i < j, 有 aij = 0, 则称 A 为下三角阵
(lower triangular matrix); 如果此时 A 的对角线元素均为 0，称 A 为严格下三角阵 (strictly
lower triangular matrix).
验证这四类矩阵均在矩阵加法、数乘和乘法下封闭. 更进一步，证明一个上三角阵和一

个严格上三角阵的乘积是一个严格上三角阵；一个下三角阵和一个严格下三角阵的乘积是
一个严格下三角阵.

习题 2.11. 假设 A 是对角线元素两两不同的 n 阶上三角阵。证明：与 A 可交换的 n 阶方
阵一定也是上三角的。

习题 2.12. 对任意正整数 n, 设 n 阶上三角阵 Jn = (ai,j) 满足 ai,i+1 = 1 (1 ≤ i ≤ n− 1),
其余矩阵元都等于 0. 求所有 m× n 矩阵 B, 满足 JmB = BJn.

习题 2.13. 对 n× n 矩阵 X = (xij)1≤i,j≤n, 定义其 “迹” 为

tr(X) = x11 + x22 + · · ·+ xnn.

1. 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明 tr(AB) = tr(BA).

2. 证明不存在 n× n 的矩阵 A,B 使得 AB −BA = In.

习题 2.14. 考虑如下 2 阶方阵的集合 M = {A =

[
a −b
b a

]
| a, b ∈ R}.

1. 请证明 M 在矩阵的加法，数乘和乘法下封闭.

2. 请证明 M 上的乘法满足交换律，而且 M 中的任何非零矩阵均可逆，且逆矩阵也在
M 中.

3. 比较 M 中的加法和乘法结构与复数 C = {a + b
√
−1 | a, b ∈ R} 的加法和乘法结构，

有何异同？

习题 2.15. 计算如下矩阵的逆矩阵:

1.


1 a z

0 1 b

0 0 1

 ;

2.
[
a b

c d

]
, ad− bc 6= 0;

3.


17 8 3

2 3 1

0 8 2

 . 利用你计算的结果解方程

17 8 3

2 3 1

0 8 2



x

y

z

 =


18

36

0

 .
66



习题 2.16. 回顾第一次课里介绍的 Google 的 PageRank 算法. 对任意一个有向图 G, 其对
应的线性方程组是否一定有非零解?
提示: 这个方程可以表示为 Ax = 0, A 是某个方阵. 考虑 AT 以及方程 AT y = 0.

习题 2.17. 证明线性方程组 Ax = b 有解当且仅当
[
AT

bT

]
y =

[
0
1

]
无解.

习题 2.18. 令 A = (aij)1≤i,j≤n 为 n 阶实矩阵。证明若 ∀1 ≤ i ≤ n, |aii| > Σj ̸=i|aij |, 则 A

可逆.
提示：利用 Ax = 0 是否有非零解的判定法则.

习题 2.19. 证明 n×m 的实矩阵 A 的秩小于或等于 1 等价于存在 n 维列向量 α 和 m 维
列向量 β 使得 A = αβT .

习题 2.20. 设 A 是一个 n 阶方阵，证明 A4 = In 当且仅当 rank(A2+ In)+ rank(A+ In)+

rank(A− In) = 2n.

习题 2.21. 假设 A 是可逆矩阵，u, v 是列向量。证明：

1. A+ uvT 可逆当且仅当 1 + vTA−1u 6= 0。

2. A+ uvT 可逆时有 (A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1+vTA−1u

习题 2.22. 求下述 n 阶矩阵的逆:
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1 + an


(其中 ai 6= 0.)

习题 2.23. 假设 A ∈ Mn×m(R), B ∈ Mm×n(R). 证明 In + AB 可逆当且仅当 Im + BA 可
逆. 进一步思考：对哪些实数 λ, 总有 λIn +AB 可逆等价于 λIm +BA 可逆？

习题 2.24. 设

A =

(
1 2

3 4

)
, B =

(
0 1

−1 2

)
.

计算 A+B，A−B，2A，AB 和 BA。

习题 2.25. 设 A 是 2× 3 矩阵，B 是 3× 4 矩阵，C 是 4× 2 矩阵。判断 AB，BA，BC，
ABC，CAB 是否有定义，并写出有定义时的矩阵大小。
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习题 2.26. 计算 (
1 0 2

−1 3 1

)
2 1

0 −1
1 4

 .

习题 2.27. 求矩阵

A =

(
2 1

5 3

)
的逆矩阵，并用乘法验证结果。

习题 2.28. 判断下列矩阵是否可逆。若可逆，求其逆矩阵。(
1 2

2 4

)
,

(
3 1

2 1

)
.

习题 2.29. 把下列线性方程组写成矩阵方程 Ax = b 的形式。2x− y + z = 0,

x+ 3y = 5.

习题 2.30. 设

A =


1 2 3

0 1 4

0 0 1

 .

用初等行变换求 A 的秩。

习题 2.31. 说明为什么矩阵乘法一般不满足交换律。请用一个具体的 2× 2 例子验证。

2.8.2 思考题

习题 2.32 (Strassen算法). 设 A,B 为 2n×2n 矩阵，我们想要计算乘积 C = AB。Strassen
算法的一种表述如下: 将 A,B 和 C 分割成大小相等的块矩阵

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B11 B12

B21 B22

]
, C =

[
C11 C12

C21 C22

]
,

其中 Aij , Bij , Cij ∈ M2n−1×2n−1(R)。朴素算法如下：[
C11 C12

C21 C22

]
=

[
A11 ×B11 +A12 ×B21 A11 ×B12 +A12 ×B22

A21 ×B11 +A22 ×B21 A21 ×B12 +A22 ×B22

]
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这种构造并没有减少乘法的数量：仍然需要 8 次矩阵块的乘法来计算 Cij 矩阵，这与使用
标准矩阵乘法所需的乘法数量相同。Strassen 算法定义了新的值：

M1 = (A11 +A22)× (B11 +B22) ;

M2 = (A21 +A22)×B11;

M3 = A11 × (B12 −B22) ;

M4 = A22 × (B21 −B11) ;

M5 = (A11 +A12)×B22;

M6 = (A21 −A11)× (B11 +B12) ;

M7 = (A12 −A22)× (B21 +B22) ,

使用 7 次乘法（每个 Mk 一次）而不是 8 次。现在我们可以用 Mk 来表达 Cij：[
C11 C12

C21 C22

]
=

[
M1 +M4 −M5 +M7 M3 +M5

M2 +M4 M1 −M2 +M3 +M6

]

递归地这样做，比较朴素算法和 Strassen算法需要的两个数乘法的次数。让自己相信 Strassen
算法更高效。（还有一个更快的算法，由 Coppersmith-Winograd 提出）。

习题 2.33. 设 A = (aij)1≤i,j≤n 是一个可逆方阵. A 的一个 LDU 分解指 A = LDU , 其中 L

是一个主对角线均为 1 的下三角矩阵, U 是一个主对角线均为 1的上三角矩阵, D 是一个可
逆的对角矩阵. 记 Am = (aij)1≤i,j≤m. 证明,A 存在 LDU 分解当且仅当对每个 1 ≤ m ≤ n,
Am 都可逆, 并且当 A 存在 LDU 分解时, 其 LDU 分解是唯一的. （注：这 Am 称做 A 的
顺序主子阵。请用这个结论说服自己,“大部分”实矩阵都具有 LDU 分解，思考如何来定
义“大部分”.）

习题 2.34 (Bruhat分解雏形). 令 GL(n,R) 是域 R 上的 n-阶可逆矩阵全体, B 是上三角矩
阵全体. 记 Sn 是每行每列有且仅有一个 1 的 n-矩阵全体. 对任意 w ∈ Sn, 定义 GL(n,R)
的子集为

BwB = {A1 · w ·A2 | A1 ∈ B,A2 ∈ B}.

证明 GL(n,R) 是所有 BwB 的无交并. 这是表示论和代数几何中 Bruhat 分解的矩阵版本
雏形, 初学时可作为思考题跳过.

习题 2.35. 称 n 阶实方阵 A 是幂零矩阵，如果 Ak = 0 对某个正整数 k 成立. 证明

1. 若 A 是 n 阶幂零矩阵, 则 I +A 可逆.

2. 假设 I −X 是 n 阶幂零方阵, B 是 n 阶实方阵，且 XmB = BXm 对某一个正整数
m 成立. 请问是否一定有 XB = BX 成立？如果是请证明，如果不是请给出反例.
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习题 2.36. 设 A,B 是 R 上的 m×n 矩阵, rank(A) = r, rank(B) = s, 并且 rank(A+B) =

r + s 证明: 存在 m 阶可逆矩阵 P 与 n 阶可逆矩阵 Q 使得

PAQ =


Ir 0 0

0 0 0

0 0 0

 , PBQ =


0 0 0

0 Is 0

0 0 0


习题 2.37. 如下归纳地定义方阵

A1 =

[
0 1

1 0

]
, An =

[
An−1 I

I −An−1

]

. 求 An 的平方 (An)
2.

习题 2.38. 对 n 阶方阵 A, 证明以下秩等式

rank(A+ I) + rank(A− I) = rank(A2 − I) + n.

习题 2.39 (常对角同值矩阵的行列式与逆矩阵). 已知 n 阶实矩阵

A =



a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
... . . . ...

b b b · · · a


其中 a, b 均为实数，且 a 6= b，a+ (n− 1)b 6= 0。

1. 计算 det(A)。

2. 求 A−1。

习题 2.40 (Sylvester 秩不等式). 设 A ∈Mm×n(R)，B ∈Mn×p(R)。证明：

rank(A) + rank(B)− n ≤ rank(AB).

习题 2.41 (像与核的直和分解). 设 A ∈Mn(R)。证明下列条件等价：

1. rank(A2) = rank(A)；

2. im(A) ∩ ker(A) = {0}。

并且证明，如果 A 满足上述条件，则有

Rn = im(A)⊕ ker(A).
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习题 2.42 (矩阵和的秩取到加法上界). 设 A,B ∈Mn(R)。证明

rank(A+B) = rank(A) + rank(B)

的充要条件是
im(A) ∩ im(B) = {0}, im(AT ) ∩ im(BT ) = {0}.

习题 2.43 (秩与秩一分解). 设 A ∈Mm×n(R)，且 rank(A) = r。证明：r 恰好等于把 A 表
示成若干个秩一矩阵之和所需项数的最小值。

习题 2.44 (Frobenius 秩不等式与取等条件). 设

A ∈Mm×n(F), B ∈Mn×p(F), C ∈Mp×q(F).

证明：

1.
rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B).

2. 上式取等当且仅当
im(BC) ∩ ker(A) = im(B) ∩ ker(A).

习题 2.45 (乘积秩取等条件). 设 A ∈Mm×n(F)，B ∈Mn×p(F)。证明：

1.
rank(AB) = rank(B) ⇐⇒ ker(A) ∩ im(B) = {0}.

2.
rank(AB) = rank(A) ⇐⇒ im(B) + ker(A) = Fn.

3. 判定 Sylvester 不等式

rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− n

取等的充要条件。

习题 2.46 (交换矩阵的秩不等式). 假设 A,B 均为 n 阶实矩阵，且 AB = BA。证明：

rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)− rank(AB).

习题 2.47 (分块上三角矩阵的逆). 令 A,B,C,D,E, F 是三阶实方阵，且
I3 A C

0 I3 B

0 0 I3


−1

=


I3 D F

0 I3 E

0 0 I3

 .
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已知

A =


2 0 0

0 3 0

0 0 4

 , B =


1 0 2

0 2 0

5 0 1

 ,

且 C = A+B − I。求 detF。
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3 线性空间

在前面章节中, 我们讨论了线性方程组的解法和结构, 以及矩阵作为线性方程组系数的
推广和运算规则. 线性方程组 Ax = 0 的解集所具有的加法和数乘封闭性, 以及矩阵乘法所
体现的线性组合的思想, 暗示了其背后存在着更一般的数学结构. 本章我们将从具体的 Rn

空间出发, 抽象出线性空间的一般定义, 并研究保持这种线性结构的映射——线性映射. 通
过引入基与坐标的概念, 我们将建立起抽象线性空间与 Rn, 线性映射与矩阵之间的对应关
系, 从而利用矩阵工具来解决更广泛的线性问题.
值得强调的是, 向量并不一定非要理解成几何中的箭头. 一个长度为 n 的声音采样序

列、一张灰度图像、一个随时间变化的温度函数都可以看成向量. 关键不在于对象外形, 而
在于它们都允许做加法和数乘, 因而都存在线性组合. 线性空间的抽象正是为了把这些表面
不同的问题放到同一种语言下讨论.

3.1 Rn 的子空间

回忆对于齐次线性方程组 Ax = 0 的解构成的集合非空 (包含 0), 且满足:

1. 加法封闭，即任意 x1,x2 ∈ Rn, 如果 Ax1 = 0 且 Ax2 = 0, 则

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 = 0+ 0 = 0.

2. 数乘封闭, 即任意实数 c 与 x ∈ Rn, 如果 Ax = 0, 则

A(cx) = cAx = c0 = 0.

定义 3.1. 将满足这两条性质的 Rn 的非空子集 W 称为 Rn 的子空间 (subspace).

1. 加法封闭: 对任意 u, v ∈W , 有 u+ v ∈W .

2. 数乘封闭: 对任意 v ∈W 与 c ∈ R, 有 cv ∈W .

由于加法和数乘做复合我们得到的是线性组合，所以我们也可以将子空间定义为 Rn 中在线
性组合下封闭的非空子集.

注 3.1 (为什么子空间一定经过原点?). 初学者常常会觉得 “经过原点” 这一点像是人为附
加的限制, 其实它恰好刻画了线性问题和非线性问题的分界. 例如满足

x1 + x2 + x3 = 0

的所有向量构成 R3 的一个子空间, 因为它是齐次线性方程组的解集, 对加法和数乘都封闭.
但满足

x1 + x2 + x3 = 100
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的所有向量虽然在几何上也是一个平面, 却不是子空间, 因为它不包含零向量, 也不对数乘
封闭. 前者对应齐次约束, 后者对应平移后的几何对象. 这正是线性结构与仿射结构的基本
区别.

例 3.1. {0} 是子空间33, 称为零空间 (zero space).

命题 3.1. Rn 的任何一个子空间 W 均包含零空间.

证明. 任取 w ∈W , 由于 W 对于数乘封闭, 那么 0 = 0 · w ∈W .

注 3.2. 零空间是在包含关系下最小的子空间.

例 3.2. 我们考虑分类 R2 中的子空间. 由加法和数乘的几何含义 (注记1.11.1) 可知，通过原
点的直线都是 R2 的子空间. 反之，如果 W 中包含一个非零的向量，则 W 也一定包含这
条向量所在的过原点的直线. 如果 W 中包含两个不共线的向量，由图66可知，这两个向量
的线性组合可以表达 R2 中所有的向量. 因此 R2 的子空间分为三类: 零空间, 通过原点的
直线, 整个 R2. 类似的，也可以看到 R3 中的子空间有四类: 零空间，通过原点的直线，通
过原点的平面，整个 R3.

x

y

0

过原点的直线
x

y

z

0过原点的平面

从例子中我们可以看到，子空间是对过原点的点线面这些平直几何对象在高维空间中
的推广.

3.2 零空间和线性生成

以下我们给出 Rn 子空间的两种常见来源和构造方法：矩阵的零空间和线性生成.

定义 3.2. 给定矩阵 A ∈Mm×n(R), 齐次线性方程组 Ax = 0 的解是 Rn 的子空间, 被称为
解空间, 也被称为 A 的核 (kernel), 记为 kerA. 有时也称为 A 的零空间 (null space).

例 3.3. 如果 A 是 3 × 3 阶矩阵, 根据线性方程组解的结构定理, 即定理1.41.4, 我们可以发现
kerA 在 R3 中的形式与 rankA 关系密切:

(1) rankA = 0, 此时 A 是零矩阵, 从而 kerA = R3.
3这里的黑体 0 指代零向量, 之后可能会用 0 指实数零, 请读者注意自己仔细区分.
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(2) rankA = 1, 此时 kerA 是通过原点的平面.

(3) rankA = 2, 此时 kerA 是通过原点的直线.

(4) rankA = 3, 此时 A 可逆, 从而 kerA = {0}.

定义 3.3. 给定 v1, . . . , vn ∈ Rm, 则考虑所有的线性组合

spanR{v1, . . . , vn} := {x1v1 + · · ·+ xnvn | xi ∈ R}

称为 v1, . . . , vn 的线性生成 (linear span). 由于线性组合的复合仍然是原向量的线性组合
(命题1.21.2), 可以验证 spanR{v1, . . . , vn} 是子空间.

注 3.3. 更一般的, 我们也可以定义无穷多个向量的线性生成, 假设 {vi | vi ∈ Rn}i∈I 是一族
由指标集 I 为下标的列向量, 其中 vi ∈ Rn, 则定义

spanR{vi}i∈I := {xi1vi1 + · · ·+ xikvik | xi1 , . . . , xik ∈ R, k ∈ Z≥0, i1, . . . , ik ∈ I}.

换言之, 即便指标集 I 是无限集, 我们依然只考虑每次取当中有限个向量的线性组合，以避
免无穷级数的收敛性问题.

现在我们来看一下线性方程组与线性生成的关系:

命题 3.2. 给定 A = (v1, . . . , vn) ∈Mm×n(R), 那么 Ax = b 有解当且仅当

b ∈ spanR{v1, . . . , vn}.

这个时候也称 spanR{v1, . . . , vn}是 A的列空间 (column space), 记做 imA. 类似的, 我
们也可以定义其行空间 (row space), 记做 imAT .
以上我们介绍了两种生成 Rn 的线性子空间的办法: 矩阵的核以及线性生成. 现在我们

来考虑一下这两种操作之间的联系:

3.2.1 零空间写作线性生成

给定矩阵A ∈Mm×n(R),根据定理1.41.4,线性方程组Ax = 0的解可以由自由元 xj1 , . . . , xjk

以及主元给出, 其中 k = n− rank(A), 并且在自由元确定后, 主元被唯一确定, 从而

kerA = spanR{v1, . . . , vk},

其中 vs 是令自由元 xjs = 1、其余自由元为 0 后得到的解向量. 例如取例子1.71.7中的矩阵

A =


1 2 0 3 0

0 0 1 4 0

0 0 0 0 1

 ,
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则 rref(A) = A, 并且其自由元为 x2, x4, 主元为 x1, x3, x5. 所有的 Ax = 0 的解长成这样:

x1

x2

x3

x4

x5


=



−2x2 − 3x4

x2

−4x4
x4

0


= x2



−2
1

0

0

0


+ x4



−3
0

−4
1

0


.

因此

kerA = spanR{



−2
1

0

0

0


,



−3
0

−4
1

0


}.

3.2.2 线性生成写作零空间

反之,任取列向量 {v1, . . . , vk} ⊂ Rn,是否存在矩阵A ∈Mm×n(R)使得 spanR{v1, . . . , vk} =
kerA? 答案也是肯定的. 我们用一个具体的例子来描述一种一般的转换方法.

例 3.4. 在 R3 中考虑如下的线性生成的子空间:

spanR{


1

2

3

 ,


4

5

6

}.
则 

x1

x2

x3

 ∈ spanR{


1

2

3

 ,


4

5

6

}
当且仅当如下关于 y1, y2 的线性方程组

1 4

2 5

3 6


(
y1

y2

)
=


x1

x2

x3


有解. 根据定理1.41.4, 可知这等价于

rank


1 4

2 5

3 6

 = rank


1 4 x1

2 5 x2

3 6 x3

 . (7)
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对增广矩阵做初等行变换我们可以得到
1 4 x1

2 5 x2

3 6 x3

→

1 4 x1

0 −3 x2 − 2x1

0 −6 x3 − 3x1

→

1 4 x1

0 −3 x2 − 2x1

0 0 x3 − 2x2 + x1

 .

因此可知上述的线性方程有解的条件(77)等价于 x3 − 2x2 + x1 = 0, 即当选取矩阵 A =

(1,−2, 1) 时，有

spanR{


1

2

3

 ,


4

5

6

} = kerA.

以上方法说明，对于任意列向量 v1, . . . , vk ∈ Rn,我们都可以构造出矩阵 A ∈Mm×n(R)
使得

spanR{v1, . . . , vk} = kerA.

3.2.3 行列变换与零空间, 线性生成的关系

以下我们讨论行列变换与零空间和线性生成的关系. 由线性方程组的理论可知, 行变换
不改变线性方程组的解集, 从而不改变矩阵的核.

命题 3.3. 行变换不改变 A 的核.

类似的列变换不改变矩阵的列空间.

命题 3.4. 列变换不改变 A 的列空间. 行变换不改变 A 的行空间.

证明. 不妨将 A 写作 A = (v1, . . . , vn), 根据推论2.22.2, 做列变换等价于右乘可逆矩阵 B,
因此不妨记 A 做列变换得到的矩阵为 AB = (v1, . . . , vn). 根据矩阵乘法的定义, 我们有
v1, . . . , vn 都是 v1, . . . , vn 的线性组合, 从而

spanR{v1, . . . , vn} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}

并且由于列变换是可逆的, 即 A 也可以由 AB 做列变换得到, 从而

spanR{v1, . . . , vn} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}

即列变换不改变 A 的列空间.

除此之外，行变换一般会改变列空间，列变换也会改变核.
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3.3 仿射空间

对于非齐次线性方程组 Ax = b,如果有解，则其解集可以表示为齐次线性方程组 Ax =

0 的解集加上一个特解 x0:

{x | Ax = b} = {x0 + w | w ∈ kerA}( 也记作{x0}+ kerA).

一般的，我们把这种形式的集合称为仿射空间 (affine space).

定义 3.4. 给定 Rn 的子空间 W 以及向量 v ∈ Rn, 则集合

v +W := {v + w | w ∈W}

称为以 v 为基点 (base point), W 为方向空间 (direction space)的仿射空间 (affine space).

例 3.5. 在 R2 中, 过点 (1, 2) 且方向为 spanR{(1, 1)} 的仿射空间为

{(1, 2) + t(1, 1) | t ∈ R} = {(1 + t, 2 + t) | t ∈ R},

即过点 (1, 2) 且斜率为 1 的直线.

对比子空间一定经过原点，仿射空间则是对过任意点的点线面这些平直的几何对象在
高维空间中的推广.

3.4 R-线性空间

在实际应用中, 我们不仅会遇见线性方程组, 同时也会遇见微分方程. 例如对于弹簧振
子问题, 假设光滑水平面上有一个弹簧, 其一端固定, 另一端连接一个质量为 m 的物体. 设
物体在时间 t 时刻的位置为 f(t), 弹簧自由位置定为原点.

m

��
f(t)

x
0 f(t)

图 12: 弹簧谐振子示意图

在不受外力作用时, 牛顿第二定律和胡克定律得到物体的运动满足一维的自由弹簧方程

mf ′′(t) + kf(t) = 0,
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其中 k 为弹簧的劲度系数. 为简便起见，设 m = k = 1, 则方程化为

f ′′(t) + f(t) = 0.

当求解该方程时, 会发现其解的结构为

f(t) = x1 sin t+ x2 cos t, x1, x2 ∈ R.

和有两个自由元的齐次线性方程组的解的结构类似，都是某两个互不成倍数的解的线性组
合. 但是这里的解是定义在实数集上的函数, 并不是 Rn 中的向量.
假设加上随时间变化的外力 F = sin t 的弹簧方程

f ′′(t) + f(t) = sin t

的解的结构为
f(t) = −1

2
t cos t+ x1 sin t+ x2 cos t, x1, x2 ∈ R.

这里和非齐次线性方程组的解的结构类似, 都是某一个特解加上齐次方程的解的形式.
如果我们依然想用线性空间，子空间，仿射空间的语言去描述其解的结构, 我们则需要

引入更一般的线性空间的定义. 这样一方面我们可以利用 Rn 的一些几何直觉去处理类似于
微分方程组这种更一般的线性问题，另一方面对于理解 Rn 中子空间的结构，以及同取坐标
系无关的性质也有帮助.

定义 3.5. 一个R-线性空间 (R-vector space)是指一个非空集合 V 以及上面定义的加法和数
乘两种运算. 其中 V 中的元素通常称为向量. 这两种运算分别是:

1. 加法: V × V → V, (v1, v2) 7→ v1 + v2;

2. 数乘: R× V → V, (c, v) 7→ cv;

满足类似于 Rn 中加法和数乘的以下性质:

(1) u+ v = v + u (加法交换律);

(2) (u+ v) +w = u+ (v +w) (加法结合律);

(3) 存在一个元素 0, 使得对任意 v ∈ V , 有 v + 0 = v (加法的单位元), 之后我们会证明满
足这样性质的 0 是唯一的;

(4) 对任意 v ∈ V , 存在 −v ∈ V , 使得 v+ (−v) = 0 (加法的逆元), 之后我们会证明满足这
样性质的 −v 是由 v 唯一确定的;

(5) a(bv) = (ab)v (数乘结合律);

(6) 1v = v (数乘的单位元);
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(7) a(u+ v) = au+ av (数乘对加法的分配律);

(8) (a+ b)v = av + bv (加法对数乘的分配律).

我们有以下常用的例子：

例 3.6. Rn 以及 Rn 中的子空间都是 R-线性空间.

例 3.7. 全体 R-系数多项式 R[x] 构成了 R-线性空间.

例 3.8. 全体次数小于等于 n 的 R-系数多项式, 记做 R[x]≤n 构成了 R-线性空间, 但次数等
于 n 的 R 系数多项式全体不构成 R-线性空间，因为两个次数等于 n 的多项式之和可能次
数小于 n.

例 3.9. C∞([a, b]) = {f(x) | f(x)是定义在 [a, b] 上的光滑函数} 构成了 R-线性空间.

例 3.10. Mm×n(R) 构成了 R-线性空间, 但 n 阶可逆方阵全体 GLn(R) 不构成 R-线性空
间, 因为可逆矩阵 A 和可逆矩阵 −A 之和 A+ (−A) = 0 不是可逆矩阵.

以下我们用这八条公理推导出一些常见的结论，这些结论在 Rn 中用直接计算容易验
证，我们这里给出在一般线性空间中的证明.

命题 3.5. 线性空间 V 中的加法零元唯一.

证明. 假设 0,0′ 都是加法的零元, 从而根据定义有

0+ 0′ = 0, 0′ + 0 = 0′,

从而 0 = 0′.

命题 3.6. 线性空间 V 中的任意向量 v 的加法逆元由 v 唯一确定.

证明. 任取 v ∈ V , 如果 v +w1 = v +w2 = 0, 那么

w1 = w1 + (v +w2) = (w1 + v) +w2 = w2.

通过数乘零我们可以得到零向量:

命题 3.7. 线性空间中的任意向量 v 均有 0v = 0.

证明. 根据分配律有
0v = (0 + 0)v = 0v + 0v.

两侧同时加上 −(0v) 则有

−(0v) + (0v + 0v) = (−0v) + 0v,

从而有 0v = 0.

80



通过数乘 −1 ∈ R 可以得到加法逆元:

命题 3.8. 线性空间中的任意向量 v 均有 (−1)v = −v.

证明. 根据分配律有
0v = (1 + (−1))v = 1v + (−1)v,

从而
0 = v + (−1)v,

即 (−1)v 是 v 的加法逆元.

类似于 Rn 中的子空间，我们也有子空间的概念:

定义 3.6. 令 V 是 R-线性空间, 非空子集 W ⊆ V 称为 V 的一个 R-子空间, 如果 W 在 V

的加法和数乘运算下封闭.

以下命题说明了 W 自身也做成了一个 R-线性空间.

命题 3.9. 1. V 的任意子空间 W 均包含 V 的加法零元 0.

2. 对任意 v ∈W , 其加法逆元 −v 也在 W 中.

3. V 的任意子空间 W 在原本 V 的加法和数乘运算下均为 R-线性空间.

证明. (1) 任取 v ∈W , 由于 W 对于数乘封闭, 那么 0 = 0 · v ∈W .
(2) 对任意 v ∈W , 由于 W 对于数乘封闭, 那么 −v = (−1)v ∈W .
(3) 由于 W ⊆ V , 因此 W 中的元素继承了 V 中的加法和数乘运算. 由于 W 对于加法

和数乘封闭, 且包含 V 的加法零元 0, 和 W 中向量的加法逆元. 因此 W 在这两种运算下仍
然满足线性空间的八条公理.

例 3.11. 正如齐次线性方程组的解集构成 Rn 的子空间一样, 谐振子弹簧的解集也构成了
V = C∞([0,∞)) 的子空间. 例如对于自由弹簧方程 f ′′(t) + f(t) = 0, 假设其解集为 W , 则
常数函数 f(t) ≡ 0 是 W 中的元素，所以 W 非空. 对于任意 f1, f2 ∈ W 以及 c ∈ R, 由于
f ′′1 (t) + f1(t) = 0 以及 f ′′2 (t) + f2(t) = 0, 从而

(f1 + f2)
′′(t) + (f1 + f2)(t) = f ′′1 (t) + f ′′2 (t) + f1(t) + f2(t)

= (f ′′1 (t) + f1(t)) + (f ′′2 (t) + f2(t))

= 0 + 0 = 0,

以及
(cf1)

′′(t) + (cf1)(t) = cf ′′1 (t) + cf1(t)

= c(f ′′1 (t) + f1(t))

= c · 0 = 0.

因此 W 是 C∞([0,∞)) 的子空间.
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由于有加法和数乘运算，我们同样的定义一组向量的线性组合以及线性生成:

定义 3.7. 给定 R-线性空间 V 中的向量 v1, . . . , vn,则其线性组合 (linear combination)定
义为

a1v1 + · · ·+ anvn, ai ∈ R.

有时候我们也称能写作这样的形式的向量为 v1, . . . , vn 的线性表出.

定义 3.8. 给定 R-线性空间 V 中的向量 {vi}i∈I , 其中 I 是某个指标集. 则其线性生成空间
(linear span)定义为

spanR{vi}i∈I =

{∑
i∈J

aivi | J ⊆ I为有限子集, ai ∈ R

}
.

同样的，用加法和乘法的分配律，我们可以验证一组向量的线性组合的复合仍然是原向
量的线性组合，从而线性生成是子空间.

3.5 线性相关性

在上一节中, 我们学习了如何用线性组合和 span 来描述子空间. 一个自然的问题是: 给
定的一组生成元是否可以精简? 换句话说, 我们讨论线性组合的生成元的冗余性问题. 例如
在 R3 中, 三个向量 v1, v2, v3 是否都必须要用来生成某个子空间? 如果其中一个向量可以由
另外两个向量线性表出, 那么这个向量就是冗余的, 我们可以只用另外两个向量来生成这个
子空间. 这里的冗余性就是线性相关性的概念. 我们首先看如下的例子.

例 3.12. 令

v1 =


1

2

3

 , v2 =


4

5

6

 , v3 =


7

8

9

 .

注意到 v3 = 2v2 − v1, 从而

a1v1 + a2v2 + a3v3 = a1v1 + a2v2 + a3(2v2 − v1)

= (a1 − a3)v1 + (a2 + 2a3)v2.

即
spanR{v1,v2} = spanR{v1,v2,v3},

换言之, 在考虑 v1,v2,v3 的线性生成的时候, v3 是多余的向量.

在求解微分方程中，我们也经常碰到具体需要找到多少个解来表达出所有的解的情况.
除了列向量空间, 线性相关性在函数空间中同样重要, 请看下面的例子.
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例 3.13. 在弹簧谐振子的例子中, 由于物理规律随时间的不变性，我们从一个解 f0(t) =

sin(t) 出发可以通过时间平移得到无穷多组解 fs(t) = sin(t + s). 由三角函数的展开我们可
以得到 spanR{fs(t) | s ∈ R} = spanR{sin(t), cos(t)}. 但是我们无法将 sin(t) 和 cos(t) 其中
一个表达成的另一个的线性组合，所以这里由时间平移产生无穷多个解在线性组合意义下
本质上应该是两个解.

注 3.4. 对于函数空间中判断线性无关性, 有一个系统的方法叫做 Wronskian 行列式: 对
于可微函数 f1, . . . , fn, 定义

W (f1, . . . , fn)(t) = det


f1(t) · · · fn(t)

f ′1(t) · · · f ′n(t)
... . . . ...

f
(n−1)
1 (t) · · · f

(n−1)
n (t)

 .

如果存在某个 t0 使得 W (f1, . . . , fn)(t0) 6= 0, 则 f1, . . . , fn 线性无关. 例如 W (sin t, cos t) =

det
(

sin t cos t
cos t − sin t

)
= −1 6= 0, 从而 sin t 和 cos t 线性无关. 我们将在后续讨论行列式时回

到这个话题.

上面两个例子的共同点是：某些向量（或函数）可以由其他的线性表出，因此在生成子
空间时是” 多余的”. 我们用如下定义来精确刻画这种冗余性.

定义 3.9. 在线性空间 V 中，向量 v1, . . . , vn ∈ V 被称为线性无关 (linearly independent),
如果 0 表示为 v1, . . . , vn 的线性组合的方式唯一, 即如果有

0 = a1v1 + · · ·+ anvn

则必有 a1 = · · · = an = 0.
否则 v1, . . . , vn 被称为线性相关 (linearly dependent)，或者等价的说, 存在不全为零的

a1, . . . , an ∈ R 使得
a1v1 + · · ·+ anvn = 0.

注 3.5. 给定 R-线性空间 V , 对于无穷个向量 {vi}i∈I ⊆ V , 其线性无关性定义为: 任意有
限和 ai1vi1 + · · ·+ ainvin = 0 当且仅当 ai1 = · · · = ain = 0, 或者等价的，其中任意有限个
向量组线性无关.

例 3.14 (几何直觉). 在行内叙述中, 我们有时将列向量


a1
...
an

 简记为 (a1, . . . , an)
T .

1. 在 R2 中, 两个非零向量 v1,v2 线性相关当且仅当它们共线, 即一个是另一个的常数
倍. 例如 (1, 2)T 和 (2, 4)T 线性相关, 而 (1, 0)T 和 (0, 1)T 线性无关.
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x

y

v1 = (1, 2)T

v2 = (2, 4)T

线性相关 (共线)

x

y

v1 = (1, 0)T

v2 = (0, 1)T

线性无关 (不共线)

2. 在 R3 中, 三个向量 v1,v2,v3 线性相关当且仅当它们共面 (即三个向量的端点和原
点都在同一个平面内; 这里我们假设其中任意两个不共线). 例如 (1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T ,
(2, 3, 0)T 线性相关, 因为它们都在 xy 平面内.

x

y

z

v1

v2

v3 = 2v1 + 3v2

xy 平面

例 3.15 (多项式空间). 在 R[x]≤2 中, {1, x, x2} 线性无关 (因为 a+ bx+ cx2 = 0 对所有 x

成立当且仅当 a = b = c = 0), 但 {1 + x, 1− x, 2} 线性相关, 因为

(1 + x) + (1− x)− 2 = 0.

这个例子说明线性相关性不仅适用于列向量, 也适用于一般的线性空间中的元素.

线性相关性和前面例子中向量之间线性组合的表达之间的关系如下:

命题 3.10. 实线性空间 V 中的向量 v1, . . . , vn 线性相关当且仅当其中至少有一个向量可以
表达成其他向量的线性组合. 这里约定空线性组合等于零向量, 因此单个零向量也符合这个
表述.

证明. 假设 v1, . . . , vn 线性相关, 则存在不全为零的 a1, . . . , an ∈ R 使得

a1v1 + · · ·+ anvn = 0.
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不妨假设 an 6= 0, 从而
vn = −a−1n (a1v1 + · · ·+ an−1vn−1),

即 vn 可以表达成其他向量的线性组合. 另一方面, 假设 vn 可以表达成其他向量的线性组
合, 即存在 a1, . . . , an−1 ∈ R 使得

vn = a1v1 + · · ·+ an−1vn−1,

此时
a1v1 + · · ·+ an−1vn−1 + (−1)vn = 0,

其中 a1, . . . , an−1,−1 不全为零, 从而 v1, . . . , vn 线性相关.

定理 3.1. 假设线性空间 V 中的向量 v1, . . . , vn 线性无关, 则 v1, . . . , vn,vn+1 线性相关等
价于 vn+1 ∈ spanR{v1, . . . , vn}.

证明. 如果 vn+1 ∈ spanR{v1, . . . , vn}, 则显然 v1, . . . , vn+1 线性相关. 另一方面, 假设

a1v1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0

的系数 a1, . . . , an+1 不全为零, 那么一定有 an+1 6= 0, 否则有

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

并且 a1, . . . , an 不全为零, 这与线性无关相矛盾, 从而

vn+1 = −a−1n+1(a1v1 + · · ·+ anvn) ∈ spanR{v1, . . . , vn}

3.5.1 列向量空间中的线性相关性

以上关于线性相关性的讨论对一般的线性空间都成立. 当我们回到列向量空间 Rm 时,
线性相关性可以通过矩阵的秩给出简洁的计算判据.

定理 3.2. 向量组 v1, . . . , vn ∈ Rm 线性无关当且仅当 rankA = n, 其中 A = (v1, . . . , vn)

是 m× n 阶矩阵, 此时也称 A 是列满秩的.

证明. 注意到 v1, . . . , vn 线性无关当且仅当 Ax = 0 只有零解, 根据定理1.41.4可知这当且仅当
rankA = n.

例 3.16.

v1 =


1

2

3

 , v2 =


4

5

6


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是线性无关的: 根据定义, {v1,v2} 线性无关当且仅当
1 4

2 5

3 6


(
y1

y2

)
=


0

0

0


有唯一解 (0, 0), 这等价于

rank


1 4

2 5

3 6

 = 2.

推论 3.1. 如果 k > m, 线性空间 Rm 中 k 个列向量一定线性相关.

证明. Rm 中 k 个列向量组成的矩阵 A 的秩在 k > m 时最大为 m.

注 3.6. 上述推论告诉我们 Rm 中最多只能找到 m 个线性无关的向量. 这暗示了 Rm 的”
大小” 本质上是由 m 这个数字决定的——这正是我们下一节将要定义的” 维数” 概念的前
兆.

推论 3.2. 列变换不改变矩阵 A = (v1, · · · ,vn) 的列向量组 v1, · · · ,vn 的线性相关性，行变
换不改变矩阵 A 中任意一组列向量组 vi1 , . . . , vik 的线性相关性.

证明. 根据定理2.22.2, 列变换不改变矩阵的秩, 从而不改变所有列向量组成的向量组的线性相
关性. 行变换不改变任意一组列向量组成的子矩阵的秩, 从而不改变任意列向量组的线性相
关性.

3.5.2 线性表出和极大线性无关组

以下命题说明了线性无关性保证了线性表出的唯一性。

命题 3.11. 假设 V 是一个线性空间,若 v1, . . . , vn ∈ V 线性无关,则对于 v ∈ spanR{v1, . . . , vn},
其被写成 v1, . . . , vn 线性组合式子的系数是唯一的.

证明. 不妨假设
v = a1v1 + · · ·+ anvn

= b1v1 + · · ·+ bnvn

则
0 = (a1 − b1)v1 + · · ·+ (an − bn)vn

根据线性无关的定义可知 ai = bi 对任意的 1 ≤ i ≤ n 成立.

回顾线性无关性的一个目的是为了在线性生成 spanR{v1, . . . , vn} 中找到最经济的表示
方式。以下极大线性无关组的定义就可以找到这种最经济的表达。
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定义 3.10. 对于线性空间 V 中的向量组 v1, . . . , vn, 称 vi1 , . . . , vik 是极大线性无关组
(maximal linearly independent set), 如果

(1) vi1 , . . . , vik 线性无关.

(2) 任何包含 vi1 , . . . , vik 的 {v1, . . . , vn} 的子集中的向量都线性相关.

注 3.7. 若 v1, . . . , vn 不全为零, 则其一定存在极大线性无关组: 假设 v1 6= 0, 考虑 v1,v2

是否线性相关, 如线性相关则剔除 v2, 线性无关则保留 v2. 再依次考虑 v3,v4, . . . 即可. 比
如如下的例子中的做法.

例 3.17. 考虑 R3 中的五个向量：

v1 =


1

0

0

 , v2 =


0

1

0

 , v3 =


1

1

0

 , v4 =


0

0

1

 , v5 =


1

1

1

 .

如果我们按照 v1,v2,v3,v4,v5 的顺序来寻找极大线性无关组：

• v1 6= 0，保留 v1。

• v2 不能由 v1 线性表出，保留 v2。此时极大线性无关组候选为 {v1,v2}。

• v3 = v1 + v2，可以由之前的向量线性表出，剔除 v3。

• v4 不能由 {v1,v2} 线性表出，保留 v4。极大线性无关组候选为 {v1,v2,v4}。

• v5 = v1 + v2 + v4，可以由之前的向量线性表出，剔除 v5。

最终我们得到的极大线性无关组为 {v1,v2,v4}，一共包含 3 个向量。
现在我们换一个顺序，考虑按照逆序 v5,v4,v3,v2,v1 的顺序来寻找：

• v5 6= 0，保留 v5。

• v4 不能由 v5 线性表出，保留 v4。此时极大线性无关组候选为 {v5,v4}。

• v3 = v5 − v4，可以由之前的向量线性表出，剔除 v3。

• v2 不能由 {v5,v4} 线性表出，保留 v2。极大线性无关组候选为 {v5,v4,v2}。

• v1 = v5 − v4 − v2，可以由之前的向量线性表出，剔除 v1。

最终我们得到的极大线性无关组为 {v5,v4,v2}。可以看到，虽然通过不同顺序找到的极大
线性无关组中的具体向量集合不完全相同，但它们所包含的向量个数是相同的（都是 3 个）。
我们马上会证明极大线性无关组的向量个数完全由向量组本身决定，而与选取的顺序和具
体向量无关。
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实际上, 对于 Rm 中的向量组, 高斯消元法提供了一种系统地寻找极大线性无关组的方
法.

例 3.18 (用行化简寻找极大线性无关组). 推论3.23.2告诉我们, 对矩阵做行变换不改变任意列
向量组的线性相关性, 从而我们可以通过行化简来寻找极大线性无关组. 对于上例中的五个
向量, 将它们排成矩阵并做行化简:

A = (v1,v2,v3,v4,v5) =


1 0 1 0 1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

 行化简−−−→


1 0 1 0 1

0 1 1 0 1

0 0 0 1 1

 .

该矩阵已经是行最简形, 主元所在的列是第 1, 2, 4 列. 因此 {v1,v2,v4} 恰好构成一个极大
线性无关组, 而非主元列 v3,v5 可以由主元列线性表出 (从行最简形直接读出 v3 = v1 + v2,
v5 = v1 + v2 + v4). 一般地, 对矩阵做行化简后, 主元所在列对应的原始列向量总构成向量
组的一个极大线性无关组.

线性无关性保证了没有冗余的向量，而极大性则保证了生成的是相同的空间，这便是如
下的定理。

定理 3.3. 对于 v1, . . . , vn ∈ Rm, vi1 , . . . , vik 是其极大线性无关组, 则

spanR{v1, . . . , vn} = spanR{vi1 , . . . , vik}

证明. 显然 spanR{vi1 , . . . , vik} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}, 并且根据定理3.13.1以及极大线性无关组
的定义可知任取 i ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik} 有

vi ∈ spanR{vi1 , . . . , vik}

从而 spanR{v1, . . . , vn} = spanR{vi1 , . . . , vik}.

对于一组向量来说, 其极大线性无关组可能有很多, 但是任何两个极大线性无关组中向
量的个数是一样的, 极大线性无关组不仅仅是包含意义下极大, 也是绝对数目的极大. 我们
先证明以下结论.

定理 3.4. 假设 V = span{w1, . . . ,wk}, 则 V 中的任意个数大于 k 个的向量组 v1, · · · ,vl

一定线性相关.

证明. 由于 V = span{w1, . . . ,wk}, 从而任取 j ∈ {1, . . . , l}, 都有

vj = aj1w1 + · · ·+ ajkwk,

写作矩阵形式
(v1, . . . , vl) = (w1, . . . ,wk)A,

88



其中 A ∈ Mk×l(R), 这里右边的乘法表达的是以 A 的每一列系数做的 w1, . . . ,wk 的线性组
合。从而

x1v1 + · · ·+ xlvl = (v1, . . . , vl)


x1

x2
...
xl

 = (w1, . . . ,wk)A


x1

x2
...
xl


由于 l > k, 从而根据线性方程组解的结构定理1.41.4可知 Ax = 0 有非零解, 从而 v1, . . . , vl 线
性相关.

利用这个定理，我们证明极大线性无关组的向量个数是一定的。

推论 3.3. 向量空间 V 中的任意向量组 v1, . . . , vn 中的极大线性无关组中向量的数目是确
定的.

证明. 假设 vi1 , . . . , vik 和 vj1 , . . . , vjl 是 v1, . . . , vn 的两组极大线性无关组, 则

spanR{vi1 , . . . , vik} = spanR{v1, . . . , vn} = spanR{vj1 , . . . , vjl}

根据定理3.43.4以及这两组向量都线性无关可知 k ≤ l 且 l ≤ k, 所以 k = l.

这里我们对有限组向量讨论了极大线性无关组的概念, 但是对于无穷组向量我们同样可
以定义极大线性无关组, 但是在无穷的情况下, 我们无法确定注记3.73.7中的方法是否可以在有
限步停止, 从而无法保证极大线性无关组的存在. 但是如果 V 由有限个向量线性生成，定
理3.43.4仍然适用, 从而在添加新的线性无关的向量时，有限步就可以终止，也即存在极大的线
性无关组. 特别的，我们给出线性空间 V 中任意子集的极大线性无关组的定义

定义 3.11. 对于 R-线性空间 V 中的任意子集 S, 称 S 的极大线性无关组是指 S 的一个子
集 B ⊆ S, 满足

(1) B 线性无关;

(2) 对于 S 的任意子集 S′ ⊆ S 满足 B ⊊ S′, S′ 中的向量线性相关.

我们可以得到以下的结论，如果 V 由有限个向量线性生成, 则 V 中任意子集的极大线
性无关组存在, 并且任意两个极大线性无关组中向量的个数相同，且小于 V 的生成元组的
向量个数.

3.6 基与维数

上一节中, 我们看到极大线性无关组既能无冗余地生成空间, 又能唯一确定线性组合的
系数, 而且其中向量的个数是确定的. 我们现在将这一概念提升为线性空间自身的内在属性
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——基与维数. 粗略地说, ” 基” 是线性空间中最经济的生成元组, ” 维数” 则是基中向量的
个数, 它度量了线性空间的” 大小”.
从应用角度看, 选择一组基也可以理解为给同一个对象挑选一套更会说话的坐标系统.

例如, 一段音乐既可以用时域采样值表示, 也可以用频域系数表示; 一张图像既可以用像素
基表示, 也可以用更适合压缩的基表示. 因此基不是额外的装饰, 而是一种表达、压缩和组
织信息的方式. 维数则告诉我们: 若想无损地描述这个空间中的对象, 至少需要多少个彼此
独立的参数. 这一观点在后面的正交基、特征向量和奇异值分解中都会不断出现.

定义 3.12. 令 V 是一个 R-线性空间, 如果 V 中的一组向量满足

(1) {vi}i∈I 线性无关;

(2) V = spanR{vi}i∈I ,

则称 {vi}i∈I 是 V 的一组基 (basis).

注 3.8. {vi}i∈I 构成了 V 的一组基当且仅当任取 v ∈ V , v 是 {vi}i∈I 的线性组合, 并且组
合系数唯一.

定理 3.5 (基的存在性). 如果 R-线性空间 V 可以由有限个向量线性生成, 则 V 存在一组
(有限的) 基. 具体地, 如果 V = spanR{w1, . . . ,wk}, 则 w1, . . . ,wk 的一个极大线性无关组
就是 V 的一组基.

证明. 设wi1 , . . . ,wil 是w1, . . . ,wk的一个极大线性无关组. 由上一节知 spanR{wi1 , . . . ,wil} =
spanR{w1, . . . ,wk} = V , 且 wi1 , . . . ,wil 线性无关, 因此它们构成 V 的一组基.

定义 3.13. 对于 R-线性空间 V , 如果 V 存在一组有限基, 则其基中向量个数被称为 V 的
实维数 (dimension), 记做 dimR V . 如果 V 不存在有限基, 则称 V 是无限维的.

注 3.9. 有限维 R-线性空间 V 的维数是良好定义的: 因为 V 的一组基构成了一个极大线性
无关组, 根据引理3.33.3可知其中向量个数是不依赖于基的选取的. 本书中凡是使用具体维数
公式的地方, 默认空间是有限维的, 除非另有说明.

注 3.10 (判断基的简便方法). 根据推论3.33.3可知 V 的维数是良定义的, 并且如下三条中任意
满足两条即可说明 v1, . . . , vk 是 V 的基:

(1) V = spanR{v1, . . . , vk}.

(2) v1, . . . , vk 线性无关.

(3) dimR V = k.

例如, 如果我们已经知道 dimR V = n, 那么只需要验证 n 个向量线性无关 (或者生成 V ) 就
能断定它们是 V 的一组基, 而不需要两个条件都验证. 这在实际计算中非常方便.
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注 3.11 (维数的意义). 维数是线性空间最重要的不变量之一. 直觉上, 所有 n 维实线性空
间在结构上都与 Rn” 本质相同”(即线性同构), 这也是为什么维数如此重要: 它完全分类了
有限维实线性空间. 我们将在后续章节中精确地阐述这一点.

下面我们通过一系列例子来看不同线性空间中基和维数的具体表现.

例 3.19. 对 R-线性空间 Rn,

e1 =


1

0
...
0

 e2 =


0

1
...
0

 . . . en =


0

0
...
1


是 Rn 的一组基, 从而 dimR Rn = n.

例 3.20 (非标准基与坐标). Rn 的基远不止标准基一种. 例如在 R2 中,

u1 =

(
1

1

)
, u2 =

(
1

−1

)

也构成 R2 的一组基 (因为它们线性无关, 且个数等于 dimR R2 = 2, 根据注记3.103.10即可). 同
一个向量在不同基下有不同的坐标表示: 例如

v =

(
3

1

)
= 3e1 + e2 = 2u1 + u2.

即 v 在标准基 {e1, e2} 下的坐标是 (3, 1)T , 而在基 {u1,u2} 下的坐标是 (2, 1)T . 基的选取
本质上就是选取一种” 坐标系”, 这一观点将在后续讨论基变换时变得更加重要.

例 3.21. 对于 R-线性空间 Mm×n(R), {Eij} 构成了一组基, 其中 Eij 是 (i, j) 位置为 1, 其
余位置为 0 的矩阵, 从而 dimRMm×n(R) = mn.

例 3.22. 对于全体次数小于等于 n的 R系数多项式组成的 R-线性空间 R[x]≤n, {1, x, x2, . . . , xn}
构成了一组基, 从而 dimR R[x]≤n = n+ 1.

例 3.23. 对于一维自由弹簧方程 f ′′(t) + f(t) = 0 的解构成的 R-线性空间, {sin t, cos t} 构
成了一组基, 从而解空间的实维数为 2.

以上例子表明, ” 维数” 统一地度量了一个线性空间的” 大小”, 无论它是列向量空间
(Rn)、矩阵空间 (Mm×n(R))、多项式空间 (R[x]≤n) 还是微分方程的解空间.

下面这个例子展示了同一个空间可以有完全不同的基, 而不同的基在实际问题中各有用
处.
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例 3.24 (部分分式分解). V = {ax2+bx+c
x3−x | a, b, c ∈ R} 构成了一个 R-线性空间, 其有如下两

组不同的基:
B =

{
x2

x3 − x
,

x

x3 − x
,

1

x3 − x

}
C =

{
1

x
,

1

x− 1
,

1

x+ 1

}
基 B 是” 自然” 的: 分子分别取 x2, x, 1. 基 C 则来自部分分式分解: 注意到 x3 − x =

x(x− 1)(x+ 1), 从而 V 中的每个元素都可以唯一地写成

ax2 + bx+ c

x3 − x
=
α

x
+

β

x− 1
+

γ

x+ 1
.

基 C 在计算积分
´

ax2+bx+c
x3−x dx 时尤为方便, 因为每个基向量 1

x
, 1
x−1 ,

1
x+1
都可以直接积分

为对数函数. 这个例子也说明” 选择好的基” 可以极大地简化问题——这是线性代数中一个
反复出现的主题.

对于一般的 R-线性空间 V , 其维数不一定有限, 比如下面的例子:

例 3.25. 对于 R 系数多项式全体组成的 R-线性空间 R[x], {1, x, x2, . . . } 构成了一组基, 因
此 dimR R[x] =∞.

但是在这门课程中, 我们主要关心有限维的线性空间. 在之后, 如果不加特殊说明, 我们
总假设线性空间是有限维的.

例 3.26 (子空间的维数). 考虑 R3 中过原点的平面 W = {(x, y, z)T ∈ R3 | x + y + z = 0}.
由 z = −x− y 可知 

x

y

z

 =


x

y

−x− y

 = x


1

0

−1

+ y


0

1

−1

 .

因此 W = spanR{(1, 0,−1)T , (0, 1,−1)T }, 而这两个向量线性无关, 所以它们构成 W 的一
组基, dimRW = 2. 这与几何直觉一致: 过原点的平面是” 二维” 的.

例 3.27 (维数公式预告). 在 R3 中, 令

W1 = spanR{(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T }, W2 = spanR{(0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T }.

则 W1 是 xy 平面, W2 是 yz 平面, W1 ∩W2 是 y 轴, W1 +W2 = R3. 注意到

dim(W1 +W2) = 3 = 2 + 2− 1 = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

这不是巧合——我们将在后续章节中证明一般的维数公式: dim(W1 + W2) = dimW1 +

dimW2 − dim(W1 ∩W2), 它是线性代数中的一个基本工具.
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命题 3.12. 给定 R-向量空间 W1,W2, 满足 W1 ⊆W2, 则

(1) dimRW1 ≤ dimRW2, 并且等号成立当且仅当 W1 =W2.

(2) W1 的基可以扩充为 W2 的基.

证明. (1). 由于 W1 中的线性无关组一定是 W2 中的线性无关组,从而dimW1 ≤ dimW2. 若
W1 = W2 则等号显然成立. 反过来, 若 dimW1 = dimW2 = k, 取 W1 的一组基 v1, . . . , vk,
则 v1, . . . , vk 是 W2 中 k 个线性无关的向量, 由注记3.103.10知它们也是 W2 的一组基, 从而
W2 = spanR{v1, . . . , vk} =W1.

(2). 假设 W1 的基是 v1, . . . , vk, W2 的基是 w1, . . . , wl. 我们在取 v1, . . . , vk, w1, . . . , wl

的极大线性无关组的时候仔细一些: 即前 k 个向量取 v1, . . . , vk, 这是可以做到的, 因为
v1, . . . , vk 本身线性无关. 这样取出的极大线性无关组就是由 v1, . . . , vk 扩充得到的 W2 的
基.

有了维数的概念, 我们可以回过头来理解第一章中矩阵的秩的几何意义: 秩正好是矩阵
行空间 (或列空间) 的维数.

定理 3.6. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), rankA 是行空间维数, rankAT 是列空间维数.

证明. 根据推论3.43.4可知行变换不改变行空间, 因此我们通过行变换将其化作最简行阶梯型,
此时主元所在的行向量构成了行空间的一组基, 因此 rankA 是行空间维数. 类似的可以证
明 rankAT 是列空间维数.

推论 3.4. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), dimR imA = rankA.

证明. 根据推论2.32.3即可.

在第一章中, 我们将矩阵 A ∈ Mm×n(R) 的零度 null(A) 定义为 rref(A) 中自由元的个
数, 即 null(A) = n − rankA. 现在有了维数的工具, 我们可以揭示零度的内在含义: 它正是
核 (零空间) 的维数.

定理 3.7. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), 有

null(A) = dimR kerA.

即 A 的零度等于 kerA 的维数.

证明. 将 A通过行变换化为最简行阶梯型 rref(A). 行变换不改变核 (推论3.33.3),因此 kerA =

ker rref(A). 设 rankA = r, 则 rref(A) 有 r 个主元列和 n− r 个自由列. 根据定理1.41.4, 令每
个自由元 xij 分别取 1、其余自由元取 0, 主元由回代唯一确定, 由此得到 n − r 个解向量
v1, . . . , vn−r.
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生成性: 对于 kerA 中任一向量 x, 其自由元分量为 (xi1 , . . . , xin−r
), 由回代可知 x =

xi1v1 + · · ·+ xin−r
vn−r, 因此 kerA = spanR{v1, . . . , vn−r}.

线性无关性: 若 c1v1 + · · ·+ cn−rvn−r = 0, 注意到 vj 的第 ij 个分量为 1 而 vk(k 6= j)
的第 ij 个分量为 0, 因此 cj = 0 对所有 j 成立.
综上 v1, . . . , vn−r 构成 kerA 的一组基, 从而 dimR kerA = n− r = null(A).

推论 3.5. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), dimR kerA = n− rankA.

将推论3.43.4(dimR imA = rankA) 和推论3.53.5(dimR kerA = n− rankA) 合并, 便得到线性
代数中最基本的等式之一:

定理 3.8 (秩-零度定理 (rank-nullity theorem)). 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), 有

dimR kerA+ dimR imA = n,

即 null(A) + rankA = n. 换言之, 核的维数与像 (列空间) 的维数之和等于 A 的列数.

注 3.12. 秩-零度定理的直观含义是: 矩阵 A : Rn → Rm 将 n 维空间” 分成” 两部分——被
映到零的部分 (核, 维数为 n − r) 和有效输出的部分 (像, 维数为 r), 二者的维数恰好加起
来等于定义域 Rn 的维数 n. 在后续讨论一般线性映射时, 这一等式将推广为更一般的形式.

例 3.28. 设 A =


1 2 0 3

0 0 1 4

0 0 0 0

 ∈ M3×4(R), 则 rankA = 2, null(A) = 4 − 2 = 2. 由上述

定理,
dimR imA = 2, dimR kerA = 2.

这意味着 A 的列空间是 R3 中的一个 2 维子空间 (即过原点的平面), 而 A 的核是 R4 中的
一个 2 维子空间.

推论 3.6. 给定矩阵 A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×ℓ(R), 则

rank(AB) ≤ rank(A).

证明. 只需要注意到 imAB ⊆ imA.

3.7 向量的坐标表达

在上一节中我们看到, 给定线性空间 V 的一组基 B, V 中每个向量都可以唯一地表示
为基向量的线性组合. 这意味着我们可以用这组系数来” 代表” 该向量——这就是坐标的概
念. 通过坐标, 我们把抽象线性空间中的问题翻译成 Rn 中列向量的计算, 这正是基的核心
用途之一. 我们已经在非标准基与坐标的例子中初步见到了这一思想, 现在给出正式的定义.
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定义 3.14. 令 V 是 R-线性空间, B = {v1, . . . , vn} 是其一组基, 则对于 v ∈ V , 有唯一的表
达

v = a1v1 + · · ·+ anvn

其中 ai ∈ R. 列向量

[v]B =


a1

a2
...
an

 ∈ Rn

被称为 v 在基 B 下的坐标 (coordinate).

注 3.13. 对于 R-线性空间 V , v ∈ V 在不同基下的坐标往往有不同的优势: 在例3.243.24中, 考
虑

v =
3x2 + x+ 2

x3 − x
.

我们可以很轻易地写出其在 B 下的坐标 (只需读出分子的系数)

[v]B =


3

1

2

 .

然而很难直接写出 [v]C , 因为这需要做部分分式分解. 另一方面, 基 C 便于积分, 因此如果
我们有 [v]C , 则可以很轻易地将 v 的积分写出来. 因此搞清楚同一个向量在不同基下坐标的
变换关系是非常有意义的问题——这便是转移矩阵的动机.

一个自然的问题是: 如果已知向量 v 在基 B 下的坐标 [v]B, 如何求 v 在另一组基 C 下
的坐标 [v]C? 为此我们引入转移矩阵的概念.
对于 R-线性空间 V , 给定其一组基 B = {v1, . . . , vn}, 为简化符号, 我们有时也将基 B

视作矩阵 B = (v1, . . . , vn)
44, 此时坐标的定义可以简洁地写为

v = B[v]B.

现在对于另一组基 C = {w1, . . . , wn}, 将 C 的每个基向量用 B 的基向量表示: 对任取
1 ≤ i ≤ n, 有

wi = p1iv1 + · · ·+ pnivn.

定义 3.15. 上述矩阵 PB←C = (pij)n×n 被称为从基 C 到基 B 的转移矩阵 (transition
matrix). 用矩阵记号, 即

C = BPB←C .

4严格来说, 当 V ̸= Rm 时, 这里的” 矩阵” 只是一种形式记号, 其含义是: Bx 表示以 x 的分量为系数对基向量做线性组合.
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我们先通过一个 R2 中的简单例子来熟悉转移矩阵的计算.

例 3.29. 取 R2 的标准基 B = {e1, e2} 和基 C =

{(
1

1

)
,

(
1

−1

)}
. 由于

(
1

1

)
= 1 · e1 + 1 · e2,

(
1

−1

)
= 1 · e1 + (−1) · e2,

转移矩阵为

PB←C =

(
1 1

1 −1

)
.

对于 v = (3, 1)T , 我们有 [v]B = (3, 1)T (在标准基下坐标就是自身), 从而

[v]C = P−1B←C [v]B = PC←B[v]B =
1

2

(
1 1

1 −1

)(
3

1

)
=

(
2

1

)
.

验证: 2

(
1

1

)
+ 1

(
1

−1

)
=

(
3

1

)
. ✓ 这与我们之前在非标准基的例子中得到的结果一致.

下面的图展示了同一个向量 v = (3, 1)T 在两组基下的平行四边形分解:

x

y

3e1

1e2

v

e1

基 B 下: [v]B = (3, 1)T

x

y

u1

u2

2u1

1u2

v

基 C 下: [v]C = (2, 1)T

左图中, v 沿标准基方向分解为 v = 3e1 + 1e2, 对应平行四边形的两条边分别平行于 x

轴和 y 轴. 右图中, 同一个 v 沿基 C = {u1,u2} 的方向分解为 v = 2u1 +1u2, 对应平行四
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边形的两条边分别平行于 u1 = (1, 1)T 和 u2 = (1,−1)T 的方向. 向量本身没有变化, 改变
的只是” 分解方式”——这正是坐标变换的几何含义.

命题 3.13. 对于转移矩阵, 我们有如下性质.

(1) [v]B = PB←C [v]C .

(2) PB1←B3
= PB1←B2

PB2←B3
.

(3) PB←B = In.

(4) PB←C 是可逆矩阵, 并且 P−1B←C = PC←B.

证明. (1). 由 v = C[v]C = BPB←C [v]C 以及 v = B[v]B, 根据坐标的唯一性即得 [v]B =

PB←C [v]C .
(4). 由 (2) 和 (3) 可知 PB←CPC←B = PB←B = In, 从而 PB←C 可逆且逆为 PC←B.
(2) 和 (3) 的证明类似, 留做练习.

注 3.14. 由性质 (1) 可知, 如果已知 [v]C , 只需左乘转移矩阵 PB←C 即可得到 [v]B. 反过
来, 由性质 (4) 可知 [v]C = PC←B[v]B = P−1B←C [v]B.

下面回到部分分式分解的例子来演示更复杂的转移矩阵计算.

例 3.30. 在例3.243.24中,

B =

{
x2

x3 − x
,

x

x3 − x
,

1

x3 − x

}
, C =

{
1

x
,

1

x− 1
,

1

x+ 1

}
.

将 C 的每个基向量用 B 的基向量表示. 注意到 x3 − x = x(x− 1)(x+ 1), 从而

1

x
=
x2 − 1

x3 − x
= 1 · x2

x3 − x
+ 0 · x

x3 − x
+ (−1) · 1

x3 − x
,

1

x− 1
=
x2 + x

x3 − x
= 1 · x2

x3 − x
+ 1 · x

x3 − x
+ 0 · 1

x3 − x
,

1

x+ 1
=
x2 − x
x3 − x

= 1 · x2

x3 − x
+ (−1) · x

x3 − x
+ 0 · 1

x3 − x
.

因此转移矩阵为

PB←C =


1 1 1

0 1 −1
−1 0 0

 .

其逆矩阵为

PC←B = P−1B←C =
1

2


0 0 −2
1 1 1

1 −1 1

 .
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对于 v = 3x2+x+2
x3−x , 其在基 B 下的坐标为 [v]B = (3, 1, 2)T , 从而

[v]C = PC←B[v]B =
1

2


0 0 −2
1 1 1

1 −1 1



3

1

2

 =


−2
3

2

 .

即 3x2+x+2
x3−x = −2

x
+ 3

x−1 + 2
x+1

, 读者可以自行验证. 有了这个坐标, 积分变得直接了:
ˆ

3x2 + x+ 2

x3 − x
dx = −2 ln |x|+ 3 ln |x− 1|+ 2 ln |x+ 1|+ C.

3.8 线性空间的构造，和，交

有了基和维数的工具之后, 我们自然希望从已有的线性空间出发构造新的线性空间, 并
用维数来度量它们的” 大小”. 本节讨论三种基本构造: 子空间的交与和、直和、以及商空间.

3.8.1 子空间的和与交

给定线性空间 V 的两个子空间 W1,W2, 从集合论的角度, 我们自然会考虑它们的交
W1 ∩W2 和并 W1 ∪W2. 然而, 两个子空间的并通常不再是子空间:

例 3.31. 在 R2 中, 令 W1 为 x 轴, W2 为 y 轴. 向量 (1, 0)T ∈ W1, (0, 1)T ∈ W2, 但它们
的和

(1, 0)T + (0, 1)T = (1, 1)T /∈W1 ∪W2,

因此 W1 ∪W2 对加法不封闭, 从而不是子空间.

W1(x 轴)

W2(y 轴)

(1, 0)T

(0, 1)T
(1, 1)T

/∈W1 ∪W2

为了得到包含 W1 和 W2 的” 最小” 子空间, 我们需要用和来代替并. 具体来说, 给定
R-线性空间 V 以及 R-线性子空间 W1,W2, 我们有以下两种得到新的子空间的方法:

(1) W1 ∩W2 是 V 的 R-线性子空间, 称为 W1 与 W2 的交 (intersection). 这可以直接验证:
若 v1, v2 ∈W1 ∩W2, 则 v1, v2 同时属于 W1 和 W2, 从而 v1 + v2 和 cv1 也同时属于 W1

和 W2.
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(2)

W1 +W2 := {w1 + w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2}

是 V 的 R-线性子空间,称为W1与W2的和 (sum). 容易验证W1+W2 = span(W1∪W2),
即 W1 +W2 是包含 W1 和 W2 的最小子空间.

例 3.32. 考虑 R3 中的子空间 W1 = {(x1, x2, x3)T | x1 = 0}(即 yz 平面) 和 W2 =

{(x1, x2, x3)T | x2 = 0}(即 xz 平面), 则

W1 +W2 = R3, W1 ∩W2 = {(x1, x2, x3)T | x1 = x2 = 0} (即z轴).

W1(yz 平面)
W2(xz 平面)

x
y

z

W1 ∩W2(z 轴)

定理 3.9 (维数公式). 给定 R-线性空间 V 以及 R-线性子空间 W1,W2. 假设 dimWi <∞,
则

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dimW1 ∩W2.

证明. 假设 W1 ∩W2 有一组基 v1, . . . , vk, 并且 v1, . . . , vk 添加 u1, . . . , un 扩充成 W1 的一组
基, 添加 w1, . . . , wm 扩充成 W2 的一组基, 则我们断言

v1, . . . , vk, u1, . . . , un, w1, . . . , wm

构成了 W1 +W2 的一组基.
首先根据 W1 +W2 的定义不难发现 W1 +W2 可以由 v1, . . . , vk, u1, . . . , un, w1, . . . , wm

生成, 因此只需要证明其线性无关性. 假设

a1v1 + · · ·+ akvk + b1u1 + · · ·+ bnun + c1w1 + · · ·+ cmwm = 0.

令
r1 = a1v1 + · · ·+ akvk + b1u1 + · · ·+ bnun ∈W1

r2 = c1w1 + · · ·+ cmwm ∈W2,

从而有 r1 = −r2. 由于 r1 ∈W1 且 −r2 ∈W2, 有 r1 ∈W1 ∩W2, 不妨记

r1 = d1v1 + · · ·+ dkvk,
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则
(a1 − d1)v1 + · · ·+ (ak − dk)vk + b1u1 + · · ·+ bnun = 0.

根据 v1, . . . , vk, u1, . . . , un 的线性无关性有 b1 = · · · = bn = 0, 从而有

a1v1 + · · ·+ akvk + c1w1 + · · ·+ cmwm = 0,

再利用 v1, . . . , vk, w1, . . . , wm 的线性无关性有 a1 = · · · = ak = c1 = · · · = cm = 0.

例 3.33. 在 R4 中, 令

W1 = span




1

0

1

0

 ,


0

1

0

1


 , W2 = span




1

1

0

0

 ,


0

0

1

1


 .

显然 dimW1 = dimW2 = 2. 为了求 W1 ∩W2, 设 v ∈W1 ∩W2, 则

v = a


1

0

1

0

+ b


0

1

0

1

 = c


1

1

0

0

+ d


0

0

1

1

 ,

即 a = c, b = c, a = d, b = d, 解得 a = b = c = d, 从而 W1 ∩W2 = span{(1, 1, 1, 1)T },
dim(W1 ∩W2) = 1. 由维数公式,

dim(W1 +W2) = 2 + 2− 1 = 3.

注 3.15. 给定 R-线性空间 V 以及 R-线性子空间 W1,W2,W3, 以下公式不成立:

dim(W1+W2+W3) =
3∑

i=1

dimWi−dimW1∩W2−dimW1∩W3−dimW2∩W3+dimW1∩W2∩W3.

另一方面, 如下等式一般也不成立

(W1 +W2) ∩W3 =W1 ∩W3 +W2 ∩W3.

考虑 R2 中 W1 = span{( 1
0 )},W2 = span{( 0

1 )},W3 = span{( 1
1 )}, 则以上两条均不满足.

3.8.2 直和

在子空间的和 V =W1 +W2 中, 一个向量 v ∈ V 的分解 v = w1 +w2(wi ∈Wi) 一般不
唯一. 当 W1 ∩W2 = {0} 时, 这种分解是唯一的, 此时 W1 +W2 具有特别好的结构——这便
是直和的概念. 我们先从外部构造的角度定义直和, 再给出内部判据.
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定义 3.16. 给定 R-线性空间 V,W , 定义线性空间的外直和 (external direct sum)为集合
V ×W , 其上带有结构

(1) (v1, w1) + (v2, w2) := (v1 + v2, w1 + w2), 其中 v1, v2 ∈ V,w1, w2 ∈W .

(2) c(v, w) := (cv, cw), 其中 v ∈ V,w ∈W, c ∈ R.

使得其成为一个 R-线性空间, 记做 V ⊕W . 其零向量为 (0V , 0W ), 维数为 dimV + dimW .

例 3.34. Rn 可以视作 n 个 R 的外直和.

定义 3.17. 给定 R-线性空间 V 以及其子空间 V1, V2, 如果

(1) V = V1 + V2, 即任何 V 中的向量可以表示成 V1, V2 中向量的组合.

(2) V1 ∩ V2 = {0}.

则称 V 是 V1 和 V2 的内直和 (internal direct sum).

注 3.16. V = V1⊕V2(内直和) 的一个等价刻画是: 任意 v ∈ V 可以唯一地写成 v = v1+v2,
其中 vi ∈ Vi. 事实上, 条件 (1) 保证了分解的存在性, 而条件 (2) 保证了唯一性: 若
v = v1 + v2 = v′1 + v′2, 则 v1 − v′1 = v′2 − v2 ∈ V1 ∩ V2 = {0}, 从而 v1 = v′1, v2 = v′2.

命题 3.14. 给定 R-线性空间 V 以及其子空间 V1, V2, 如果 V 是 V1 和 V2 的内直和, 那么

T : V1 ⊕ V2 → V1 + V2

(v1, v2) 7→ v1 + v2

是线性同构, 即 V ∼= V1 ⊕ V2.

证明. 线性映射 T 显然是满射, 并且根据内直和的定义有 kerT = V1 ∩ V2 = {0}.

注 3.17. 这意味着内直和与外直和是一体两面, 因此我们之后并不再区分内外直和, 而统称
为直和.

例 3.35 (直和的几何例子). 在 R3 中, 令 W1 为 xy 平面, W2 为 z 轴, 则 R3 = W1 ⊕W2:
任何向量 (a, b, c)T 可以唯一分解为

a

b

c

 =


a

b

0


︸ ︷︷ ︸
∈W1

+


0

0

c


︸ ︷︷ ︸
∈W2

.

这种分解的唯一性来源于 W1 ∩W2 = {0}.
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定义 3.18. 给定 R-线性空间 V 以及子空间 V1, 如果存在子空间 V2 满足 V = V1 ⊕ V2, 则
称 V2 是 V1 的补空间 (complement space).

注 3.18. 根据命题3.123.12, 我们总可以将子空间的一组基延拓成全空间的一组基, 因此补空间
总是存在的. 但是补空间不唯一: 例如在 R2 中, W1 = span{(1, 0)T }(即 x 轴) 的补空间
可以是 span{(0, 1)T }(即 y 轴), 也可以是 span{(1, 1)T }, 或者更一般地 span{(a, b)T }(只要
b 6= 0).

命题 3.15. R-线性空间 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk 当且仅当如下两条满足:

(1) V = V1 + · · ·+ Vk.

(2) 对任意 1 ≤ i ≤ k, 有 Vi ∩
∑

j ̸=i Vj = {0}.

证明. 留做练习.

例 3.36 (非直和的例子). 在 R2 中, 令 W1 = span{(1, 0)T }, W2 = span{(0, 1)T }, W3 =

span{(1, 1)T }, 则 R2 =W1 +W2 +W3, 但这不是直和. 例如, (1, 1)T 有多种分解:

(1, 1)T = (1, 0)T︸ ︷︷ ︸
∈W1

+(0, 1)T︸ ︷︷ ︸
∈W2

+(0, 0)T︸ ︷︷ ︸
∈W3

= (0, 0)T︸ ︷︷ ︸
∈W1

+(0, 0)T︸ ︷︷ ︸
∈W2

+(1, 1)T︸ ︷︷ ︸
∈W3

.

这是因为 W3 ∩ (W1 +W2) =W3 6= {0}, 违反了上述命题中的条件 (2).

命题 3.16. 给定 R-线性空间 V,W , 有

dimR V ⊕W = dimR V + dimRW

证明. 假设 {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, {w1, . . . , wm} 是 W 的一组基. 令

B = {(v1, 0), . . . , (vn, 0)} ∪ {(0, w1), . . . , (0, wm)}.

直接验证 B 构成了 V ⊕W 的一组基.

3.9 商空间

直和是将线性空间” 拆分” 为两个互不干扰的部分, 而商空间则是一种” 压缩” 操作: 把
某个子空间 W 中的所有向量都” 视为零”, 或者等价地说, 把相差一个 W 中元素的向量都
视为同一个. 这类似于整数中的” 模 n 同余”: 在 Z/nZ 中, 两个整数 a, b 被视为相同当且仅
当 n | (a− b). 在线性空间中, 我们用 v1 − v2 ∈W 来代替整除关系.
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商空间：把某些方向压扁

商空间可以理解为“故意忽略某些差异”. 例如在平面中如果把同一条竖直线上的点
都看成等价, 那么我们只剩下横坐标这一维信息; 这相当于把竖直方向整体压扁. 更
抽象地说, V /W 中的一个元素不是单个向量,而是一整条形如 v+W 的平行副本. 学
习商空间时, 最好始终记住这个图像: 被模掉的子空间 W 变成了零方向.

在正式给出定义之前, 我们先解释记号. 对于 V 的子空间 W 和 v ∈ V , 集合

v +W := {v + w | w ∈W}

称为 v 所在的陪集 (coset). 不难验证

v1 +W = v2 +W ⇐⇒ v1 − v2 ∈W.

换句话说, 两个向量属于同一个陪集当且仅当它们之差在 W 中. 这样, V 被划分成了互不相
交的陪集的并, 而商空间 V /W 就是以这些陪集为元素的集合.

定义 3.19. 给定 R-线性空间 V 以及其子空间 W , 商空间 (quotient space)定义为陪集的集
合 V /W = {v +W | v ∈ V }, 其上带有如下运算:

(1) (v1 +W ) + (v2 +W ) := (v1 + v2) +W , 其中 v1, v2 ∈ V .

(2) c(v +W ) := cv +W , 其中 c ∈ R.

使得其成为一个 R-线性空间, 其零向量为 0 +W =W .

注 3.19. 上述运算的良定义性 (well-definedness)需要验证, 即运算的结果不依赖于陪集代
表元的选取. 以加法为例: 若 v1 +W = v′1 +W 且 v2 +W = v′2 +W , 则 v1 − v′1 ∈ W 且
v2 − v′2 ∈ W , 从而 (v1 + v2) − (v′1 + v′2) = (v1 − v′1) + (v2 − v′2) ∈ W , 即 (v1 + v2) +W =

(v′1 + v′2) +W . 数乘的验证类似.

例 3.37. 令 V = R2, W = span{(1, 1)T }, 即过原点的方向为 (1, 1)T 的直线. 则 V /W 中的
一个元素 (即陪集)v +W 在几何上就是一条平行于 (1, 1)T 方向的直线. 例如, (1, 0)T +W

是过 (1, 0)T 且方向为 (1, 1)T 的直线, 而 (2, 1)T + W 是过 (2, 1)T 的平行直线. 由于
(1, 0)T−(2, 1)T = (−1,−1)T = −1·(1, 1)T ∈W ,这两条直线其实是同一条,即 (1, 0)T +W =

(2, 1)T +W .
因此 V /W 可以想象为: 将 R2 中所有平行于 (1, 1)T 方向的直线各” 压缩” 成一个点.

每条这样的直线恰好与 x 轴交于一点 (a, 0)T , 从而 V /W ∼= R, 维数为 1.
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x

y

W
(1, 0)T(2, 0)T(−1, 0)T(−2, 0)T

(2, 1)T

同一陪集

每条平行线
= 一个陪集
= V /W 的一个元素

例 3.38 (多项式的商空间). 考虑 V = R[x]≤3(次数 ≤ 3 的多项式) 和 W = span{1, x}(次数
≤ 1 的多项式). 则 V /W 中, 两个多项式 p(x), q(x) 属于同一个陪集当且仅当 p(x)− q(x) ∈
W , 即它们的 x2 项和 x3 项系数相同. 换句话说, 在 V /W 中我们” 忽略了低次项”, 只关心
高次项. 因此 V /W 可以用 {x2 +W,x3 +W} 作为基, dimV /W = 2.

命题 3.17. 给定 R-线性空间 V 及其子空间 W , 自然投射 (canonical projection)

π : V → V /W

v 7→ v +W

是满射的线性映射, 并且 kerπ =W .

命题 3.18. 给定 R-线性空间 V 及其子空间 W , 有

dimR V /W = dimR V − dimRW.

证明. 假设 w1, . . . , wm 是 W 的一组基. 根据命题3.123.12可以将其扩充为 V 的一组基

w1, . . . , wm, v1, . . . , vn.

我们证明
{v1 +W, . . . , vn +W}

构成 V /W 的一组基.
生成性: 任取 v ∈ V , 有 v =

∑m
i=1 aiwi +

∑n
j=1 bjvj , 从而

v +W =
n∑

j=1

bj(vj +W ),

因为
∑m

i=1 aiwi ∈W , 在商空间中它属于零元 W .
线性无关性: 若

∑n
j=1 bj(vj + W ) = W (即商空间的零向量), 则

∑n
j=1 bjvj ∈ W , 从

而
∑n

j=1 bjvj =
∑m

i=1 aiwi 对某些 ai 成立. 由 w1, . . . , wm, v1, . . . , vn 的线性无关性知 b1 =

· · · = bn = 0.
因此 dimV /W = n = dimV − dimW .
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注 3.20. 将维数公式 dimV = dimW + dimV /W 与直和的维数公式 dim(V1 ⊕ V2) =

dimV1 + dimV2 对比, 可以发现: 如果 V2 是 W 在 V 中的补空间 (即 V = W ⊕ V2), 则
dimV /W = dimV2. 事实上可以证明 V /W ∼= V2, 但这个同构依赖于补空间 V2 的选取, 不
是典范的 (canonical).

3.10 习题

3.10.1 练习题

习题 3.1 (子空间的和与交). 在 R3 中设

U = span{(1, 0, 1)T , (0, 1, 1)T }, W = span{(1, 1, 2)T , (1,−1, 0)T }.

1. 分别求 U 和 W 的维数.

2. 求 U ∩W 的一组基.

3. 求 U +W 的维数, 并验证公式

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

习题 3.2 (商空间的直观). 设 V = R2, W = span{(0, 1)T }.

1. 描述陪集 (a, b)T +W 在平面中的几何形状.

2. 判断 (1, 2)T +W 与 (1,−5)T +W 是否相同.

3. 判断 (1, 2)T +W 与 (2, 2)T +W 是否相同.

4. 说明为什么 V /W 可以自然地看成一维空间.

习题 3.3. 请判断以下向量组是否线性无关，并找出下述向量组生成的子空间的一组数目最
少的生成元.

1. a1 = (1, 2, 3), a2 = (3, 6, 7);

2. a1 = (2,−3, 1), a2 = (3,−1, 5), a3 = (1,−4, 3);

3. a1 = (4,−5, 2, 6), a2 = (2,−2, 1, 3), a3 = (6,−3, 3, 9), a4 = (4,−1, 5, 6);

4. a1 = (1, 0, 0, 2, 5), a2 = (0, 1, 0, 3, 4), a3 = (0, 0, 1, 4, 7), a4 = (2,−3, 4, 11, 12).

习题 3.4. 请将 spanR{v1, v2} 写成某个矩阵的核. 其中 v1 = (1, 2, 3, 4)T , v2 = (5, 6, 7, 8)T .

习题 3.5. 令 S = {v ∈ R3 : v = (r − 2s, 3r + s, s)T , r, s ∈ R}.
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1. 请验证 S 是 R3 的子空间.

2. 证明 S 是平面 3x− y + 7z = 0.

习题 3.6. 判断以下集合和运算是否构成 R-线性空间.

1. n-阶实对称矩阵 A = AT 全体，在矩阵的加法和数乘下.

2. n-阶实反对称矩阵 A = −AT 全体，在矩阵的加法和数乘下.

3. 满足 p(1) = p(2) 的所有实系数多项式，在通常多项式的加法和数乘下.

4. 秩小于或等于 1 的三阶方阵全体，在矩阵的加法和数乘下.

5. 在实轴上定义的周期等于 1 的全体实值函数，在通常函数的加法和数乘下.

6. R2 中满足方程 x2 = y2 的点集，在 R2 的加法和数乘下.

7. 实轴上的光滑函数，满足 f ′(t) + f(t) = cos t，在通常函数的加法和数乘下.

习题 3.7.

1. 请举出 R2 中满足加法封闭，但是数乘不封闭的非空集合的例子.

2. 请举出 R2 中满足数乘封闭，但是加法不封闭的非空集合的例子.

习题 3.8. 在 R-线性空间 V 中，

1. 验证对任意 v ∈ V , −1 · v = −v.

2. 验证对任意 c ∈ R, c0 = 0, 这里 0 指的是 V 中的加法单位元.

习题 3.9. 固定某个向量 w ∈ Rn. 对于 a ∈ R 且 u ∈ Rn, 定义

a⊗ u = a(u− w) + w.

u⊕ v = u+ v − w.

请判断并证明 V = Rn 在数乘 ⊗ 和加法 ⊕ 下是否做成 R 线性空间. 如果是，其中零向量
是什么? (说明: 我们用记号 ⊗ 和 ⊕ 来和 Rn 上的通常加法和数乘做区分).

习题 3.10. 决定以下向量组是否组成 R3 的基.


1

2

1

 ,


3

−1
2

 ,


1

1

−1


.
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习题 3.11. 判定以下 M2×2(R) 中的向量组是否线性无关:

A1 =

[
1 1

0 1

]
, A2 =

[
2 −1
0 1

]
, A3 =

[
3 6

0 1

]
.

习题 3.12. C∞(R) (R 上的光滑函数) 是 (无穷维) R-线性空间. 证明, 函数

sin(t), sin(2t), · · · , sin(Nt)

线性无关.

习题 3.13. 如果矩阵 A = AT，则称 A 是对称矩阵. 如果 A = −AT，则称 A 是反对称矩
阵. 分别证明对称矩阵和反对称矩阵构成 Mn(R) 的子空间，计算这两个子空间的维数.

习题 3.14. 记 V = C∞(R) 是 R 上的光滑函数组成的 R-线性空间. 验证两组元素 B,C 满
足 SpanRB = SpanR C = W , 且 B,C 均为 W 的基. 请写出 B,C 的转换矩阵 PB←C 和
PC←B.

1. B = (1, cosx, cos 2x, cos 3x), C = (1, cosx, cos2 x, cos3 x).

2. B = (1, x, x2, x3), C = (1, x− a, (x− a)2, (x− a)3) (a ∈ R 为常数)

习题 3.15. 找到一个 4×3 矩阵 A 使得 A 的列空间有基向量


1

2

3

4

, 行空间有基向量


2

3

4

.

习题 3.16. 设 A 是一个 3× 3 矩阵, 假设对于任意 3 维列向量 x, 都有某个依赖于 x 的实
数，使得 Ax = c(x)x. 证明 A = cI3.

习题 3.17. 请写出一个 3× 3 矩阵 A，使得 A 的 kernel 是 spanR{


2

3

4

}.
习题 3.18. 设 A 是一个 m× n 矩阵，秩为 r. 假设 Ax = b 对于某些右端 b 没有解，而对
于另一些右端 b 有无穷多解。

1. 决定 A 的零空间是否只包含零向量，并说明原因.

2. 决定 A 的列空间是否是 Rm，并说明原因.

3. 是否存在某个右端 b 使得 Ax = b 有且只有一个解？为什么？

4. 找出 r,m 和 n 之间的大小关系.
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习题 3.19. 判断下列集合是否为 R2 的子空间。

S1 = {(x, y) : x+ y = 0}, S2 = {(x, y) : x+ y = 1}.

习题 3.20. 判断向量
(3, 5)

是否属于 span{(1, 1), (1, 2)}。若属于，写出线性组合。

习题 3.21. 判断下列向量组是否线性无关。

(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 2).

习题 3.22. 求向量组
(1, 2, 0), (2, 4, 0), (0, 1, 1)

张成空间的一组基，并写出该空间的维数。

习题 3.23. 在 R3 中，设

u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, 1, 1).

求 span{u1, u2} 中满足第三个坐标等于 5 的所有向量。

习题 3.24. 设
B = {(1, 1), (1,−1)}

是 R2 的一组基。求向量 (3, 1) 在基 B 下的坐标。

习题 3.25. 给出 R3 中一个维数为 1 的子空间、一个维数为 2 的子空间，并分别写出它们
的一组基。

3.10.2 思考题

习题 3.26. 设 V 是 R 上有限维向量空间, W1,W2, · · · ,Wn 是 V 的真子空间, 证明:

W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn 6= V.

习题 3.27. 考虑 “Shifted Legendre polynomial”

P̃n(x) =
1

n!

dn

dxn
(x2 − x)n

证明 P̃0, P̃1, · · · 构成 R[x] 的一组基.

习题 3.28 (两个或多个子空间配置). 设 V 是一个向量空间。
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1. 设 V1, V2 和 V ′1 , V
′
2 是 V 的子空间，且满足

dim(Vi ∩ Vj) = dim(V ′i ∩ V ′j )

对所有可能的 i, j 成立。证明存在一个同构 T : V → V 使得 T (Vi) = V ′i。

2. 设 V1, V2, V3 和 V ′1 , V
′
2 , V

′
3 是 V 的子空间，且满足题中相应的三重交与和空间维数条

件。是否总存在同构 T : V → V 使得 T (Vi) = V ′i？

3. 如果是四个或更多子空间，结论如何？

习题 3.29 (有限群表示中的不变子空间补空间). 设 G 是有限群，p 是素数。令 V 为有限
维 Fp-向量空间，且 G 作用在 V 上。假设 |G| 与 p 互素。证明：若 W ⊆ V 是 G-不变子
空间，则存在另一个 G-不变子空间 U，使得

V =W ⊕ U.
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4 线性映射

在上一节中, 我们系统地研究了线性空间的内部结构——基与维数、子空间的和与交、
直和与商空间. 然而, 数学中不仅要研究对象本身, 还要研究对象之间保持结构的映射. 正如
研究群时要考虑群同态、研究拓扑空间时要考虑连续映射一样, 研究线性空间时, 最自然的
映射就是保持加法和数乘的映射——线性映射. 线性映射是连接不同线性空间的桥梁, 也是
将抽象的线性代数理论转化为具体矩阵计算的关键工具.
在线性映射最直观的二维几何图景里, 旋转、伸缩、镜像、错切都是线性映射: 它们把

直线映为直线, 保持原点, 也保持线性组合的关系. 这正是计算机图形学中最基本的一批操
作. 相反, 平移虽然同样常见, 但因为它把原点移走, 不再满足 T (0) = 0, 所以属于仿射变换
而不是线性映射. 这一点也说明, 线性映射的定义并不是形式主义, 而是在精确刻画哪些变
换真正保持了线性结构.
更贴近日常经验的例子是数字图像中的颜色校正. 一个像素的颜色可以写成 RGB 列向

量


r

g

b

, 而相机与显示器之间的颜色空间转换往往由一个 3× 3 矩阵给出. 甚至当我们研究

一般的非线性映射时, 也常常先在某一点附近用 Jacobian 矩阵给出局部线性近似. 因此线
性映射不仅描述 “线性的世界”, 也构成理解复杂系统的第一近似语言.

4.1 定义与例子

定义 4.1. 对于 R-线性空间 V,W , 映射 T : V →W 被称为 R-线性映射 (linear map), 如果

(1) 对任意 v1, v2 ∈ V 有 T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2.

(2) 对于任意 c ∈ R, v ∈ V 有 T (cv) = cTv.

注 4.1. 上述两条可以合并为一条: T 是线性映射当且仅当对任意 v1, v2 ∈ V 和 c1, c2 ∈ R
有 T (c1v1 + c2v2) = c1Tv1 + c2Tv2. 也就是说, 线性映射是一种保持加法和数乘规则的操作:
先做线性组合再作用 T , 与先作用 T 再做同样的线性组合, 结果相同. 更一般地, 线性映射
保持任意有限线性组合: T (

∑k
i=1 civi) =

∑k
i=1 ciTvi.

注 4.2 (几何直觉). 线性映射有非常直观的几何含义: 它保持平行四边形法则和向量的比例
关系. 具体来说:

(1) 保持平行四边形: 若 u,v 是 V 中的向量, 则以 0,u,v,u+ v 为顶点的平行四边形被 T

映射为以 0, Tu, Tv, T (u+ v) = Tu+ Tv 为顶点的平行四边形.

(2) 保持比例: 若 v 和 cv 共线且长度之比为 1 : |c|, 则 Tv 和 T (cv) = cTv 也共线且长度
之比仍为 1 : |c|.
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下图展示了 R2 中这一现象: 左侧是原空间中由 u,v 张成的平行四边形, 右侧是线性映射 T

作用后的像.

x

y

u

v

u+ v

1
2
u

原空间 V

T

x

y

Tu

Tv

Tu+ Tv

1
2
Tu

像空间 W

可以看到, 虽然平行四边形的形状 (角度和边长) 可能改变, 但平行关系和中点 (比例关
系) 得以保持. 反过来说, 一个保持原点不动的映射如果将平行四边形映为平行四边形且保
持向量比例, 那么它就是线性映射——这正是线性映射的” 几何定义”.

命题 4.1. 设 T : V →W 是 R-线性映射, 则

(1) T (0V ) = 0W .

(2) T (−v) = −T (v), 对任意 v ∈ V .

证明. (1). T (0V ) = T (0 · 0V ) = 0 · T (0V ) = 0W . (2). T (−v) = T ((−1) · v) = (−1) · Tv =

−Tv.

下面我们给出线性映射的一系列例子.

例 4.1 (矩阵乘法). 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), 映射

TA : Rn → Rm

x 7→ Ax

是 R-线性映射. 这是因为 A(c1x1 + c2x2) = c1Ax1 + c2Ax2. 事实上, 这是最基本也最重要
的线性映射: 我们将在下一节看到, 取定基之后, 每个有限维线性空间之间的线性映射都可
以用矩阵乘法来表示.

例 4.2 (零映射与恒等映射). 对于 R-线性空间 V,W :

(1) 零映射0: V →W , 定义为 0(v) = 0W 对所有 v ∈ V , 是线性映射.

(2) 恒等映射IV : V → V , 定义为 IV (v) = v 对所有 v ∈ V , 是线性映射.

例 4.3 (投影映射). Rn 到子空间 W 的投影映射是 R-线性映射. 例如, 设 V = R3, W 为
xy 平面, 则投影 π : R3 →W 定义为 π(x, y, z)T = (x, y, 0)T , 容易验证 π 保持加法和数乘.
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例 4.4 (求导与积分). 考虑 R-线性空间 C∞(R)(无穷次可微函数全体).

(1) 求导算子 D : C∞(R) → C∞(R), D(f) = f ′ 是线性映射, 因为 (f + g)′ = f ′ + g′ 且
(cf)′ = cf ′.

(2) 积分算子 I : C∞(R)→ C∞(R), I(f)(x) =
´ x

0
f(t) dt 也是线性映射.

求导和积分作为线性映射是分析学与线性代数之间的桥梁——微分方程的理论在很大程度
上依赖于这一观察.

例 4.5 (非线性映射的反例). 映射 f : R → R, f(x) = x2 不是线性映射. 例如 f(1 + 1) =

f(2) = 4, 而 f(1) + f(1) = 1 + 1 = 2, 因此 f 不保持加法. 一般来说, 实函数 f : R→ R 是
R-线性映射当且仅当 f(x) = cx 对某个常数 c ∈ R, 即 f 的图像是过原点的直线.

线性映射的一个核心性质是: 它由其在一组基上的取值完全确定. 直觉上, 由于任意向
量都是基向量的线性组合, 而线性映射保持线性组合, 因此只要知道每个基向量的像, 就知
道了所有向量的像.

命题 4.2 (线性映射由基上的值确定). 设 V 是 R-线性空间, {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基,
W 是 R-线性空间.

(1) 唯一性: 若 T1, T2 ∈ HomR(V,W ) 满足 T1(vi) = T2(vi) 对所有 1 ≤ i ≤ n 成立, 则
T1 = T2.

(2) 存在性: 对于 W 中任意给定的 n 个向量 w1, . . . , wn, 存在唯一的 T ∈ HomR(V,W ) 满
足 T (vi) = wi.

证明. (1). 任取 v =
∑n

i=1 aivi ∈ V , 有 T1(v) =
∑n

i=1 aiT1(vi) =
∑n

i=1 aiT2(vi) = T2(v).
(2). 定义 T (

∑n
i=1 aivi) =

∑n
i=1 aiwi. 由于 {v1, . . . , vn} 是基, 每个 v ∈ V 的系数

(a1, . . . , an) 唯一确定, 因此 T 是良定义的. 线性性可直接验证: 若 v =
∑
aivi, u =

∑
bivi,

则 T (v + u) =
∑

(ai + bi)wi = Tv + Tu, T (cv) =
∑
caiwi = cTv. 唯一性由 (1) 保证.

注 4.3. 这个命题是下一节中” 线性映射与矩阵一一对应” 的理论基础: 线性映射 T 由 n 个
向量 Tv1, . . . , T vn ∈W 确定, 而将这 n 个向量在 W 的基下写成坐标, 恰好就是一个 m×n
矩阵.

定义 4.2. 给定 R-线性空间 V,W ,全体 V 到W 的 R线性映射组成的集合记做 HomR(V,W ).

注 4.4. HomR(V,W ) 上有自然的加法与 R-数乘结构如下:

(1) (T1 + T2)v = T1v + T2v, 其中 v ∈ V .

(2) (cT )v = cTv, 其中 v ∈ V, c ∈ R.
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可以直接验证上述结构使得 HomR(V,W ) 成为 R-线性空间.

命题 4.3. 给定 R-线性映射 T1 : V1 → V2, T2 : V2 → V3, 则 T2 ◦ T1 ∈ HomR(V1, V3).

证明. 对任意 u, v ∈ V1 和 c ∈ R, 有

(T2 ◦ T1)(u+ v) = T2(T1u+ T1v) = T2T1u+ T2T1v,

以及
(T2 ◦ T1)(cu) = T2(cT1u) = cT2T1u.

因此 T2 ◦ T1 仍然是线性映射.

4.2 线性映射与矩阵

根据命题4.24.2, 线性映射由其在一组基上的取值完全确定. 既然如此, 我们可以把这些取
值 (即 Tv1, . . . , T vn 在 W 的基下的坐标) 排成一个矩阵, 从而在线性映射与矩阵之间建立
一一对应. 这是将抽象的线性映射问题转化为具体矩阵计算的核心桥梁.

定义 4.3. 设 V 是 n 维 R-线性空间, W 是 m 维 R-线性空间, B = {v1, . . . , vn} 是 V 的一
组基, C = {w1, . . . , wm} 是 W 的一组基. 对于 T ∈ HomR(V,W ), 定义 T 在基 B,C 下的
表示矩阵 (representation matrix)为

[T ]CB =
(
[Tv1]C , . . . , [Tvn]C

)
∈Mm×n(R),

即以 Tv1, . . . , T vn 在基 C 下的坐标为列向量排成的矩阵.

定理 4.1. 设 V 是 n 维 R-线性空间, W 是 m 维 R-线性空间, 固定 V 的基 B 和 W 的基
C. 则映射

Φ: HomR(V,W )→Mm×n(R)

T 7→ [T ]CB

是 R-线性空间的同构.

证明. 线性性: 对于 T1, T2 ∈ HomR(V,W ) 和 c ∈ R, 有

[(T1 + T2)vi]C = [T1vi]C + [T2vi]C , [(cT1)vi]C = c[T1vi]C ,

因此 [T1 + T2]
C
B = [T1]

C
B + [T2]

C
B, [cT1]

C
B = c[T1]

C
B, 即 Φ 是线性映射.

单射性: 若 [T ]CB = 0, 则 [Tvi]C = 0 对所有 i 成立, 即 Tvi = 0W . 由命题4.24.2知 T = 0.
满射性: 对任意 A = (a1, . . . , an) ∈ Mm×n(R), 其中 ai ∈ Rm, 令 w′i =

∑m
j=1(ai)jwj(即

以 ai 为 C 下坐标的向量). 由命题4.24.2, 存在唯一的 T ∈ HomR(V,W ) 满足 Tvi = w′i, 从而
[T ]CB = A.
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命题 4.4. 设 T : V →W 是 R-线性映射, B,C 分别是 V 和 W 的一组基, 则对任意 v ∈ V
有

[T (v)]C = [T ]CB[v]B.

证明. 设 v =
∑n

i=1 aivi, 即 [v]B = (a1, . . . , an)
T , 则

Tv =
n∑

i=1

aiTvi.

两边取 C 下的坐标, 由坐标映射的线性性有

[Tv]C =
n∑

i=1

ai[Tvi]C =
(
[Tv1]C , . . . , [Tvn]C

)
a1
...
an

 = [T ]CB[v]B.

注 4.5. 这是一个非常重要的观点: 取定基之后, 线性映射的作用就变成了矩阵乘法. 因此线
性空间上线性映射的问题可以转化为矩阵问题来解决, 这使得抽象理论变得具体且可计算.

例 4.6 (标准基下的简单线性映射). 考虑 R2 中的线性映射

T

(
x

y

)
=

(
2x+ y

y

)
.

它把 e1 = (1, 0)T 送到 (2, 0)T , 把 e2 = (0, 1)T 送到 (1, 1)T . 因此在标准基 B = {e1, e2} 下,

[T ]BB =

(
2 1

0 1

)
.

于是计算 T (3, 2)T 就等价于矩阵乘法:

[T ]BB

(
3

2

)
=

(
8

2

)
.

习题 4.1. 设 S(x, y) = (x − y, 2y). 求 S(e1) 和 S(e2), 写出 S 在标准基下的矩阵, 并计算
S(2, 3).

注意到定理4.14.1中的对应依赖于基的选取. 一个自然的问题是: 同一个线性映射在不同基
下的表示矩阵之间有什么关系?

命题 4.5. 假设 B1, B2 都是 R-线性空间 V 的基, C1, C2 都是 W 的基, 则对于 T ∈
HomR(V,W ), 有

[T ]C1

B1
= PC1←C2

[T ]C2

B2
PB2←B1
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证明. 对任意 v ∈ V , 坐标变换给出

[v]B2
= PB2←B1

[v]B1
.

先用 B2, C2 下的表示矩阵计算 T (v), 再把结果从 C2 坐标换到 C1 坐标, 得到

[T (v)]C1
= PC1←C2

[T ]C2

B2
PB2←B1

[v]B1
.

另一方面, 根据命题4.44.4, 也有
[T (v)]C1

= [T ]C1

B1
[v]B1

.

由于这对所有 v ∈ V 都成立, 两个矩阵相同.

定义 4.4. 矩阵 A,B ∈ Mn(R) 称为相似 (similar), 如果存在可逆矩阵 P ∈ Mn(R) 使得
B = PAP−1.

因此, 对于 R-线性映射 T : V → V (即 V = W 的情形), 其在不同基下的矩阵是相似的.
这就是相似矩阵的几何解释: 两个矩阵相似当且仅当它们是同一个线性映射在不同基下的
表示. 这一观点也表明, 如果某个量对于相似矩阵是不变的 (即相似不变量), 那么它实际上
是线性映射自身的量, 而不依赖于基的选取.

定义 4.5. 对于有限维 R-线性空间之间的线性映射 T : V →W , 定义 T 的秩 (rank)为

rankT := rank[T ]CB,

其中 B 是 V 的一组基, C 是 W 的一组基.

命题 4.6. rankT 的定义是良好的, 即不依赖于基 B,C 的选取.

证明. 由命题4.54.5, 换基只会把表示矩阵变为

PC1←C2
[T ]C2

B2
PB2←B1

,

其中左右两侧的转移矩阵都可逆. 左乘、右乘可逆矩阵不改变秩, 因此 rank[T ]CB 不依赖于基
的选择.

注 4.6 (行列式和迹的预告). 对于自同态 T : V → V , 后续行列式一章会正式定义 detT ,
并说明迹 trT 也可以作为线性映射自身的不变量来理解. 这些量的良定义性同样来自换基
公式和相似不变量. 在本章中如果出现行列式或迹, 可以先把它们看成后续章节的预告性语
言.

例 4.7. 考虑 R2 上由逆时针旋转 θ 给出的线性映射, 并且记 B = {e1, e2} 是 R2 的一组标
准基, 则

Tθ(e1) =

(
cos θ
sin θ

)
, Tθ(e2) =

(
− sin θ
cos θ

)
.
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从而有

[T ]BB =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

根据旋转的几何直观我们有 Tθ1 ◦ Tθ2 = Tθ1+θ2 , 从而有如下等式:(
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

)(
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

)
=

(
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)

sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

)
.

这证明了和角公式.
下图以 θ = 60° 为例, 展示旋转映射将正方形区域 (由 e1, e2 张成) 旋转为一个新的正

方形区域. 旋转保持向量的长度和夹角不变, 因此是一类特别” 好” 的线性映射 (正交变换).

x

y

e1

e2 Te1

Te2 θ

例 4.8 (反射). 考虑 R2 上关于过原点的直线 ` 的反射 (镜像) 映射. 设 ` 与 x 轴正方向的
夹角为 α, 记 B = {e1, e2} 为标准基. 为求 [Rℓ]

B
B, 只需计算 Rℓ(e1) 和 Rℓ(e2). 利用几何关

系 (将 e1 分解为平行于 ` 和垂直于 ` 的分量, 再将垂直分量取反) 可得

[Rℓ]
B
B =

(
cos 2α sin 2α

sin 2α − cos 2α

)
.

用后续将正式定义的行列式和迹的语言来说, detRℓ = −1(反射改变定向), (Rℓ)
2 = I(反射

两次回到原位), 且 trRℓ = 0.

注 4.7 (线性映射的几何: 圆变椭圆). 旋转和反射是非常特殊的线性映射——它们保持长度
不变 (即正交变换). 一般的线性映射 T : R2 → R2 会在不同方向上产生不同程度的拉伸或
压缩. 这一效应有一个优美的几何表现: R2 中的单位圆在线性映射 T 的作用下变为一个椭
圆 (可能退化为线段或原点).

下图以矩阵 A =

(
2 1

0 1

)
为例, 展示了单位圆 {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1} 在 TA 作用下变为

椭圆的过程. 椭圆的两个半轴方向恰好是 A 的两个” 主方向”(即 ATA 的特征向量方向), 半
轴长度就是 A 的奇异值 (singular values).
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x

y

e1

e2

单位圆 ‖x‖ = 1

TA
x

y

Ae1

Ae2

σ1

σ2

椭圆 {Ax : ‖x‖ = 1}

直观地说, 线性映射” 在每个方向上拉伸的幅度不同”, 从而将对称的圆变形为椭圆. 奇
异值 σ1 ≥ σ2 ≥ 0 度量了最大和最小拉伸倍率. 这一观察将在奇异值分解 (SVD: Singular
Value Decomposition) 中得到严格的陈述和证明: 任何 R-线性映射都可以分解为” 旋转 →
沿坐标轴拉伸 → 旋转” 三步, 即 A = UΣV T , 其中 U, V 为正交矩阵, Σ 为对角矩阵 (对角
元即为奇异值).

例 4.9 (求导的表示矩阵). 考虑如下线性映射

T : R[x]≤n → R[x]≤n

f(x) 7→ df
dx

考虑基 B = {1, x, . . . , xn}, 则有

[T ]BB =



0 1 0 . . . 0

0 0 2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . n

0 0 0 . . . 0


(n+1)×(n+1)

注 4.8. 在上面的例子中, Tn+1 = 0(即对 n 次以下多项式求 n + 1 次导得零), rankT = n,
且 T 不是可逆映射. 满足 T k = 0 的线性映射称为幂零(nilpotent) 的, 我们将在后续章节中
系统讨论.

4.3 线性同构

在上一节中我们看到, 线性映射在取定基之后可以用矩阵来表示. 其中一类特殊的线性
映射——双射的线性映射——意味着两个线性空间具有完全相同的结构.
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定义 4.6. R-线性映射 T : V →W 称为线性同构 (linear isomorphism), 如果 T 是双射 (即
既是单射也是满射). 若存在线性同构 T : V →W , 则称 V 与 W 线性同构, 记做 V ∼=W .

例 4.10. 逆时针旋转角度 θ 是 R2 → R2 的 R-线性同构, 其逆映射是旋转 −θ.

坐标映射是线性同构最基本、最重要的例子:

命题 4.7. 给定 n 维 R-线性空间 V 以及其一组基 B = {v1, . . . , vn}, 坐标映射

[ · ]B : V → Rn

v =
n∑

i=1

aivi 7→ [v]B =


a1
...
an


是 R-线性同构. 即任何 n 维 R-线性空间都与 Rn 同构.

证明. 线性性: [ · ]B 保持加法和数乘 (因为坐标分量的加法和数乘就是对应系数的加法和数
乘). 单射性: 若 [v]B = 0, 则 v =

∑
0 · vi = 0. 满射性: 对任意 (a1, . . . , an)

T ∈ Rn, 有
v =

∑n
i=1 aivi ∈ V 满足 [v]B = (a1, . . . , an)

T .

推论 4.1. R-线性空间 V,W 之间同构当且仅当 dimR V = dimRW . 即维数是有限维 R-线
性空间在同构意义下的完全不变量.

证明. 若 V ∼= W , 取 V 的基 v1, . . . , vn, 其在同构 T 下的像 Tv1, . . . , T vn 构成 W 的基 (单
射保证线性无关, 满射保证生成), 从而 dimV = dimW . 反之, 若 dimV = dimW = n, 则
V ∼= Rn ∼=W .

注 4.9. 虽然任何两个 n 维 R-线性空间都是同构的, 但这个同构一般不是典范的 (canon-
ical): 它依赖于基的选取. 一个重要的例子是 V 与其对偶空间V ∗ := HomR(V,R): 当
dimV = n 时, dimV ∗ = n(因为 V ∗ ∼= M1×n(R) ∼= Rn), 从而 V ∼= V ∗, 但这个同构依赖于
V 的基的选取. 我们将在后续章节 (内积空间) 中看到, 有了额外的结构 (如内积) 之后才能
建立典范的同构.

4.4 核, 像与维数公式

线性映射不仅可以用矩阵来表示, 它本身还携带了丰富的” 结构信息”——其中最重要
的两个子空间是核 (被映到零的向量) 和像 (所有输出向量). 维数公式则揭示了这两个子空
间的维数之间的精确关系.

定义 4.7. 对于 R-线性映射 T : V →W , 定义

(1) T 的核 (kernel)为
kerT := {v ∈ V | Tv = 0W}.
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(2) T 的像 (image)为
imT := {Tv ∈W | v ∈ V }.

命题 4.8. 对于 R-线性映射 T : V →W , kerT 是 V 的子空间, imT 是 W 的子空间.

证明. kerT 非空 (因为 T (0) = 0),且对加法和数乘封闭: 若 Tv1 = Tv2 = 0,则 T (v1+v2) =

Tv1 + Tv2 = 0; 若 Tv = 0, 则 T (cv) = cTv = 0. 类似地验证 imT 即可.

核和像提供了判断线性映射单射性与满射性的简洁判据:

命题 4.9. 设 T : V →W 是 R-线性映射, 则

(1) T 是单射 ⇐⇒ kerT = {0}.

(2) T 是满射 ⇐⇒ imT =W .

证明. (2) 是像的定义的直接改写. 对于 (1): 若 T 是单射且 Tv = 0 = T0, 则 v = 0, 因此
kerT = {0}. 反之, 若 kerT = {0} 且 Tv1 = Tv2, 则 T (v1− v2) = 0, 从而 v1− v2 ∈ kerT =

{0}, 即 v1 = v2.

定理 4.2 (维数公式). 设 V 是有限维 R-线性空间, T : V →W 是 R-线性映射, 则

dimR V = dimR kerT + dimR imT.

证明. 设 dim kerT = k, 取 kerT 的一组基 {v1, . . . , vk}, 根据命题3.123.12将其扩充为 V 的一组
基 {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn}. 我们证明 {Tvk+1, . . . , T vn} 构成 imT 的一组基.

生成性: 任取 w ∈ imT , 则 w = Tv 对某个 v ∈ V . 写 v =
∑k

i=1 aivi +
∑n

j=k+1 ajvj , 从
而

w = Tv =
k∑

i=1

ai Tvi︸︷︷︸
= 0

+
n∑

j=k+1

ajTvj =
n∑

j=k+1

ajTvj .

线性无关性: 若
∑n

j=k+1 cjTvj = 0, 则 T (
∑n

j=k+1 cjvj) = 0, 即
∑n

j=k+1 cjvj ∈ kerT .
从而

∑n
j=k+1 cjvj =

∑k
i=1 bivi 对某些 bi 成立, 即

∑k
i=1(−bi)vi +

∑n
j=k+1 cjvj = 0. 由

{v1, . . . , vn} 的线性无关性知 ck+1 = · · · = cn = 0.
因此 dim imT = n− k, 即 dimV = dim kerT + dim imT .

注 4.10. 当 V = Rn, W = Rm, T = TA(即矩阵乘法, 例4.14.1) 时, 维数公式化为

dimR kerA+ dimR imA = n,

即 null(A) + rankA = n. 这正是我们在上一节 (定理3.83.8) 中已经证明的秩-零度定理. 换言
之, 矩阵版本的秩-零度定理是一般线性映射维数公式的特例.
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定义域 V

平行的核方向

T

像空间 imT

dimV = dim kerT + dim imT

图 13: 线性映射把核方向压成零; 剩下的有效方向形成像空间.

维数公式有许多重要的推论.

推论 4.2. 对于 A ∈Mm×n(R), 线性方程组 Ax = 0 的解空间维数为 n− rankA.

推论 4.3. 设 V,W 是有限维 R-线性空间且 dimV = dimW , T : V → W 是 R-线性映射.
则以下条件等价:

(1) T 是单射.

(2) T 是满射.

(3) T 是线性同构.

证明. 设 dimV = dimW = n. 由维数公式, dim kerT + dim imT = n.
T 是单射 ⇔ dim kerT = 0 ⇔ dim imT = n ⇔ imT =W (因为 imT ⊆W 且 dimW =

n) ⇔ T 是满射.

推论 4.4. 对于 A ∈Mn(R)(方阵), 以下条件等价:

(1) A 可逆.

(2) Ax = 0 只有零解 (即 kerA = {0}).

(3) Ax = b 对任意 b ∈ Rn 有解 (即 imA = Rn).

(4) rankA = n.

证明. (1)⇒(2): 若 A 可逆且 Ax = 0, 则 x = A−10 = 0. (2)⇔(3) 是推论4.34.3的矩阵版本.
(2)⇔(4): kerA = {0} 当且仅当 null(A) = 0, 即 rankA = n. (2)⇒(1): 若 Ax = 0 只有零
解, 则 TA 是双射, 其逆映射也是线性的 (对应 A−1).

我们以第一同构定理和一个优美的应用来结束本节.

定理 4.3 (第一同构定理). 设 T : V →W 是 R-线性映射, 则 T 诱导了一个 R-线性同构

T̄ : V / kerT ∼−−→ imT, v + kerT 7→ Tv.
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证明. 良定义性: 若 v1 + kerT = v2 + kerT , 则 v1 − v2 ∈ kerT , 从而 Tv1 = Tv2, 因此 T̄ 不
依赖于陪集代表元的选取.
线性性: T̄ ((v1+kerT )+(v2+kerT )) = T̄ ((v1+v2)+kerT ) = T (v1+v2) = Tv1+Tv2 =

T̄ (v1 + kerT ) + T̄ (v2 + kerT ). 数乘类似.
单射: 若 T̄ (v + kerT ) = Tv = 0, 则 v ∈ kerT , 即 v + kerT = kerT (商空间的零向量).
满射: 对任意 w ∈ imT , 存在 v ∈ V 使得 Tv = w, 从而 T̄ (v + kerT ) = w.

注 4.11. 第一同构定理可以看作维数公式的”结构增强版”: 维数公式告诉我们 dimV / kerT =

dim imT , 而第一同构定理进一步说明 V / kerT 与 imT 不仅维数相同, 而且作为线性空间
是同构的, 这个同构还是典范的 (不依赖于基的选取).

维数公式有许多应用, 我们再次以线性映射的观点来证明 Lagrange 插值定理的存在性
和唯一性.

定理 4.4 (Lagrange 插值). 给定 n + 1 个互不相同的实数 x0, . . . , xn 以及任意 n + 1 个实
数 y0, . . . , yn, 则存在唯一的次数 ≤ n 的多项式 f(x) 使得 f(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

证明. 考虑 R-线性映射 (“在给定点处求值”)

T : R[x]≤n → Rn+1

f 7→


f(x0)

f(x1)
...

f(xn)

 .

若 f ∈ kerT ,则 f 是次数 ≤ n的多项式且有 n+1个不同的零点 x0, . . . , xn,这只可能 f = 0.
因此 kerT = {0}. 由维数公式, dim imT = dimR[x]≤n − dim kerT = (n+ 1)− 0 = n+ 1 =

dimRn+1, 从而 T 是满射 (由推论4.34.3, T 也是同构). 这意味着对任意 (y0, . . . , yn)
T ∈ Rn+1,

存在唯一的 f ∈ R[x]≤n 使得 Tf = (y0, . . . , yn)
T .

4.5 线性映射下的子空间和商空间

在上一节中, 我们引入了线性映射的核和像, 并利用维数公式和第一同构定理揭示了它
们之间的深刻联系. 核和像本身就是特定的子空间, 而在第一章中, 我们已经系统地研究了
子空间的直和与商空间. 现在, 我们把这两方面的知识联系起来: 当一个线性映射 T 与空间
中原有的子空间结构 “相容” 时, 它的表示矩阵会呈现出特定的分块形式, 并且 T 可以自然
地诱导出商空间之间的映射. 这一观点不仅在理论上非常优美, 也为后续对角化理论的讨论
奠定了基础.
设 V,W 是有限维 R-线性空间, T : V → W 是线性映射. 假设 V1 ⊂ V , W1 ⊂ W 是子

空间, 且 T 将 V1 映入 W1, 即 T (V1) ⊂W1.
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命题 4.10 (分块上三角表示). 设 T : V → W 是线性映射, V1 ⊂ V , W1 ⊂ W 满足 T (V1) ⊂
W1. 选取 V1 的一组基 e1, . . . , er 并扩充为 V 的基 e1, . . . , er, er+1, . . . , en; 选取 W1 的一组
基 f1, . . . , fs 并扩充为 W 的基 f1, . . . , fs, fs+1, . . . , fm. 则 T 在这两组基下的矩阵具有分块
上三角形式:

[T ] =

(
A11 A12

0 A22

)
,

其中 A11 ∈Ms×r(R) 是限制映射 T |V1
: V1 →W1 在基 e1, . . . , er 和 f1, . . . , fs 下的矩阵.

证明. 对于 1 ≤ j ≤ r, 由 ej ∈ V1 和条件 T (V1) ⊂ W1 知 T (ej) ∈ W1. 因此 T (ej) 可以表示
为 W1 的基 f1, . . . , fs 的线性组合, 即 T (ej) 在 fs+1, . . . , fm 方向上的坐标全部为零. 这正
说明矩阵的左下角 (即第 s+ 1 行到第 m 行、第 1 列到第 r 列组成的块) 为零矩阵. 而 A11

记录的恰是 T (e1), . . . , T (er) 在 f1, . . . , fs 下的坐标, 这正是 T |V1
的矩阵.

例 4.11. 设 T : R3 → R3 由矩阵

A =


1 2 3

0 4 5

0 0 6


给出 (即 T (v) = Av). 取子空间 V1 =W1 = span{e1, e2}(标准基的前两个向量). 由于

T (e1) =


1

0

0

 ∈W1, T (e2) =


2

4

0

 ∈W1,

条件 T (V1) ⊂W1 成立. 在标准基 e1, e2, e3 下, 矩阵 A 天然具有分块上三角结构:

A =

(
A11 A12

0 A22

)
, A11 =

(
1 2

0 4

)
, A12 =

(
3

5

)
, A22 = (6).

其中 A11 是限制映射 T |V1
: V1 → W1 在基 e1, e2 下的矩阵, 而 A22 = (6) 的意义我们将在

下面的命题中解释.

命题 4.11 (商空间上的诱导映射). 设 T : V → W 是线性映射, V1 ⊂ V , W1 ⊂ W 满足
T (V1) ⊂W1. 则映射

T : V /V1 →W/W1

v + V1 7→ T (v) +W1

是一个良定义的线性映射, 称为 T 在商空间上的诱导映射 (induced map).

证明. 良定义性: 若 v+V1 = v′+V1,即 v−v′ ∈ V1,则 T (v−v′) = T (v)−T (v′) ∈ T (V1) ⊂W1,
从而 T (v) +W1 = T (v′) +W1.
线性性: T ((v1 + V1) + (v2 + V1)) = T ((v1 + v2) + V1) = T (v1 + v2) +W1 = (T (v1) +

W1) + (T (v2) +W1) = T (v1 + V1) + T (v2 + V1). 数乘的验证类似.
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推论 4.5 (诱导映射的矩阵表示). 在命题 4.104.10的记号下, 诱导映射 T : V /V1 →W/W1 在商
空间的基 er+1, . . . , en(其中 ej = ej + V1) 和 f s+1, . . . , fm(其中 fk = fk +W1) 下的矩阵恰
好是分块上三角矩阵中的右下角 A22.

证明. 根据命题 3.183.18, er+1, . . . , en 构成 V /V1 的一组基, f s+1, . . . , fm 构成 W/W1 的一组
基. 对于 j > r, 设

T (ej) =
s∑

i=1

aijfi +
m∑

k=s+1

akjfk,

则在商空间 W/W1 中, 由于 f1, . . . , fs ∈W1 代表零元素, 有

T (ej) = T (ej) +W1 =
m∑

k=s+1

akj fk.

因此 T 在上述基下的矩阵恰好由系数 akj(k > s, j > r) 组成, 这正是 A22.

例 4.12. 我们用求导映射来演示上述结构. 设 V = R[x]≤3(次数 ≤ 3 的多项式), 考虑求导
映射 T : V → V , f(x) 7→ f ′(x). 取子空间 V1 = R[x]≤1 = span{1, x}(次数 ≤ 1 的多项式).
由于对次数 ≤ 1 的多项式求导得到常数 (次数 ≤ 0 ≤ 1 的多项式), 我们有 T (V1) ⊂ V1.

选取 V1 的基 e1 = 1, e2 = x, 扩充为 V 的基 e1 = 1, e2 = x, e3 = x2, e4 = x3. 取
W1 = V1, 则

T (1) = 0, T (x) = 1, T (x2) = 2x, T (x3) = 3x2.

T 在此基下的矩阵为

[T ] =


0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3

0 0 0 0

 =

(
A11 A12

0 A22

)
,

其中

A11 =

(
0 1

0 0

)
, A12 =

(
0 0

2 0

)
, A22 =

(
0 3

0 0

)
.

这里 A11 正是限制映射 T |V1
(对次数 ≤ 1 的多项式求导) 在基 1, x 下的矩阵.

商空间 V /V1 以 e3 = x2 + V1, e4 = x3 + V1 为基, 其元素可以理解为 “只关注 x2, x3 系
数”(忽略低次项, 参见例 3.383.38). 诱导映射 T : V /V1 → V /V1 的作用为:

T (x2 + V1) = 2x+ V1 = V1 (零元), T (x3 + V1) = 3x2 + V1.

其矩阵正好是 A22 =

(
0 3

0 0

)
, 验证了推论 4.54.5.
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注 4.12. 继续上面的例子, 在商空间中 T (x2 + V1) = V1(零元), 这对应于 T (x2) = 2x ∈ V1

这一事实. 换言之, 虽然 x2 本身不在 kerT 中, 但在 “模掉 V1 之后” 它被映到了零. 这种
现象提示我们: 诱导映射 T 的核和像可能与原映射 T 的核和像有所不同. 一般地, 有

kerT = {v + V1 | T (v) ∈W1} = T−1(W1)/V1, imT = (T (V ) +W1)/W1,

这些关系在后续研究不变子空间和对角化时将非常有用.

作为本节的核心应用, 我们利用第一同构定理 (定理 4.34.3) 来证明矩阵的相抵标准型, 即
任何线性映射都可以通过适当选取两端的基使其矩阵化为最简形式.

定理 4.5 (相抵标准型). 设 V,W 是有限维 R-线性空间, dimV = n, dimW = m, T : V →
W 是线性映射, rankT = r. 则存在 V 的一组基和 W 的一组基, 使得 T 在这两组基下的
矩阵为 (

Ir 0

0 0

)
∈Mm×n(R).

证明. 由维数公式 (定理 4.24.2), dim kerT = n− r. 取 kerT 在 V 中的一个直和补空间 U , 即
V = U ⊕ kerT , 则 dimU = r.

我们证明 T 限制在 U 上给出了 U 到 imT 的同构. 一方面, 自然投射 π : V → V / kerT
限制在 U 上给出同构 π|U : U

∼−→ V / kerT (因为 V = U ⊕ kerT ). 另一方面, 第一同构定理
给出同构 T : V / kerT ∼−→ imT . 将二者复合即得

T |U = T ◦ π|U : U
∼−→ imT.

现在构造所需的基. 选取 U 的一组基 u1, . . . , ur, 令 wi = T (ui), i = 1, . . . , r. 由于
T |U 是同构, w1, . . . , wr 构成 imT 的一组基. 再选取 kerT 的一组基 v1, . . . , vn−r, 并将
w1, . . . , wr 扩充为 W 的一组基 w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wm. 这样:

(1) V 的基: u1, . . . , ur, v1, . . . , vn−r(先排补空间的基, 再排核的基).

(2) W 的基: w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wm(先排像空间的基, 再扩充).

在这两组基下, T 的作用为

T (ui) = wi (i = 1, . . . , r), T (vj) = 0 (j = 1, . . . , n− r).

因此 T 的矩阵为

(
Ir 0

0 0

)
.

注 4.13. 相抵标准型的几何含义非常鲜明. 在上述基的选取下, 线性映射 T 被彻底 “解耦”
为若干独立的一维空间上的行为: 对于 i = 1, . . . , r, 一维子空间 span{ui} ⊂ V 被同构地映
到 span{wi} ⊂ W , 这对应矩阵对角线上的 “1”; 而一维子空间 span{vj} ⊂ kerT 则全部被
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映为零, 对应矩阵中的 “0” 行列. 换句话说, 任何线性映射在适当的基下都可以分解为若干
一维同构映射的直和加上一个零映射.
从矩阵的角度看,相抵标准型意味着: 对任意 A ∈Mm×n(R),存在可逆矩阵 P ∈Mn(R)

和 Q ∈ Mm(R) 使得 QAP =

(
Ir 0

0 0

)
, 这里 r = rankA. 这就是说, 秩是矩阵在相抵变换

(即左乘和右乘可逆矩阵) 下的完全不变量.

例 4.13. 设 T : R3 → R2 定义为 T (x1, x2, x3)
T = (x1 + x2, x1 − x2)T . 我们按照定理 4.54.5的

证明来具体构造使得矩阵化为标准型的基.
第一步: 求核和秩. T (x1, x2, x3)T = 0 即 x1 + x2 = 0, x1 − x2 = 0, 解得 x1 = x2 = 0,

x3 自由. 因此 kerT = span{(0, 0, 1)T }, dim kerT = 1, r = rankT = 3− 1 = 2.
第二步: 选取核的补空间. 取 U = span{(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T }, 则 R3 = U ⊕ kerT .
第三步: 构造两端的基. 令 u1 = (1, 0, 0)T , u2 = (0, 1, 0)T , v1 = (0, 0, 1)T , 则 u1, u2, v1

是 R3 的一组基. 计算像:

w1 = T (u1) = (1, 1)T , w2 = T (u2) = (1,−1)T .

由于 r = 2 = dimR2, w1, w2 已经构成 R2 的一组基 (无需扩充).
验证: 在 R3 的基 u1, u2, v1 和 R2 的基 w1, w2 下, T 的矩阵为(

1 0 0

0 1 0

)
=
(
I2 0

)
,

恰好是秩为 2 的相抵标准型.

4.6 习题

4.6.1 练习题

习题 4.2 (投影映射). 定义线性映射 T : R3 → R3 为

T (x, y, z) = (x, y, 0).

1. 求 T 的矩阵.

2. 求 kerT 与 imT 的一组基.

3. 验证秩–零化度公式.

4. 从几何上解释这个映射把三维空间“压”到了哪里.

习题 4.3 (换基后的表示矩阵). 设 T : R2 → R2 在标准基下的矩阵为

A =

(
2 1

1 2

)
.
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令 B = (b1, b2), 其中 b1 = (1, 1)T , b2 = (1,−1)T .

1. 求 T (b1) 和 T (b2).

2. 将 T (b1), T (b2) 写成基 B 下的坐标.

3. 写出 T 在基 B 下的表示矩阵, 并说明它为什么比 A 更简单.

习题 4.4. 考虑线性映射 F : R3 → R2 使得 (x1, x2, x3)
T 7→ (x1 + 2x2, x1 − x2)T . 计算 T 关

于以下 R3 的基 {α1, α2, α3} 以及 R2 的基 {β1, β2} 对应的矩阵:

1. α1 = (1, 0, 0)T , α2 = (0, 1, 0)T , α3 = (0, 0, 1)T , β1 = (1, 0)T , β2 = (0, 1)T

2. α1 = (1, 1, 1)T , α2 = (0, 1, 1)T , α3 = (0, 0, 1)T , β1 = (1, 1)T , β2 = (1, 0)T

3. α1 = (1, 2, 3)T , α2 = (0, 1,−1)T , α3 = (−1,−2, 3)T , β1 = (1, 2)T , β2 = (2, 1)T

习题 4.5. 令 B =

[
1 2

2 1

]
∈M2×2(R)

1. 证明和 B 交换的矩阵 A 的集合 W = {A ∈ M2×2(R)|AB = BA} 是 R-线性空间
M2×2(R) 的子空间.

2. 找到 W 的一组基.

习题 4.6. 对于 A ∈Mn(R)，证明 A ·AT 的列空间和 A 的列空间相同.

习题 4.7. 令 V 是形如 AB −BA 的矩阵生成的 Mn(C) 的子空间. 证明 V = {A | tr(A) =
0}.

习题 4.8. 设 A =


1 1 0

1 1 1

0 0 3

. 考虑线性映射 f : M3(R)→M3(R) 满足对 B ∈M3(R) 有

f(B) = A ·B.

1. 求 A 的（行）最简阶梯型。

2. 求 Ker(f) 作为 R-线性空间的一组基。

3. 求 Im(f) 作为 R-线性空间的一组基。

习题 4.9. 假设 V 是 R-线性空间 R[x]，考虑两个线性映射 T1, T2 : V → V，使得 T1(f) = f ′

和 T2(f) = xf . 证明 T1 ◦ T2 − T2 ◦ T1 = I. 请问在有限维线性空间 V 中是否存在这样的线
性映射？
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习题 4.10. 假设 l 是二维平面上过原点的直线，且 l 与横轴的夹角为 θ. 记 T 为以 l 为
对称轴的反射. 求线性变换 T 在标准基下的矩阵. 假设另一条二维平面上过原点的直线 l′

与横轴的夹角为 α, 记 T ′ 为以 l′ 为对称轴的反射. 利用线性变化与矩阵乘法的关系，证明
T ◦ T ′ 是绕原点旋转的线性变换.

习题 4.11. 设 Ti 是 R3 = {(x1, x2, x3)T | xi ∈ R} 上的线性变换, 定义为绕 xi 轴旋转角度
π. 请写下这三个变换在标准基下的矩阵并证明 T1 ◦ T2 仍然是某个旋转变换.

习题 4.12. 证明复数在通常的加法和实数的乘法下做成 R 线性空间，且有基 B : 1,
√
−1.

对某一固定的复数 u+ v
√
−1, 定义 T : C→ C 为 T (z) = (u+ v

√
−1)z. 证明 T 是 C 上的

R 线性变换并写出 T 在基 B 下的矩阵.

习题 4.13. 找到一个 R2 上的线性变换将曲线 C

{(x, y)T | x2 + 4xy + 10y2 = 1}

映射为半径为 1 的圆. 再找到一个线性伸缩变换 (必要时可复合旋转) 将这个圆映射为长轴
在 x 轴上的椭圆.

习题 4.14. 对于 R2 上的线性变换 T，请找出 tr(T 3) 和 tr(T 2), tr(T ) 之间的关系.

习题 4.15. 设 V 是有限维线性空间, T : V → V 是线性变换. 证明 T 是可逆的当且仅当 T

的核是 {0}. 当 V 是无限维线性空间时, 这个结论是否成立?

证明. 假设 V 是有限维线性空间, 则根据维数公式有

dimV = dim kerT + dim imT.

若 kerT = {0}, 则 dim imT = dimV , 故 imT = V , 即 T 是满射, 从而可逆. 反之若 T 可
逆, 则 T 是单射, 故 kerT = {0} 从而 kerT = {0} 当且仅当 imT = V , 这也当且仅当 T 是
线性同构.
当 V 是无限维线性空间时, 这个结论不成立: 考虑 `2 = {(x1, x2, . . . ) | xi ∈ R} 以及其

上的右移位算子 T : `2 → `2, 定义为：

T (x1, x2, x3, . . . ) = (0, x1, x2, . . . ),

其核为 {0}, 但非满射, 故不可逆.

习题 4.16. 定义 Pn 为关于未定元 x 次数小于或等于 n 的复系数多项式组成的复线性空间.
定义 Pn 上的线性变换 T : Pn → Pn 为 T (f) = f ′ + f . 请问这个线性变换是否可逆, 并写下
其逆变换.
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证明. 任取 g ∈ Pn, 则 T (f) = f ′ + f = g 等价于

d
dx (exf(x)) = exg.

两侧积分有
f(x) = e−x

ˆ
exg + Ce−x.

由于 f(x) 是多项式, 从而 C = 0. 因此当 g = 0 时 f = 0, 即 T 是单射.
由于 g ∈ Pn, 从而 g 的 n+ 1 阶导数为零, 从而分部积分若干次有

ˆ
exg = ex

n∑
i=0

(−1)ig(i)(x),

从而有逆变换

T−1(g) =
n∑

i=0

(−1)ig(i)(x).

习题 4.17. 假设 A,B 都是 n 阶实矩阵, 且 A 可逆, Bn = 0. 证明以下映射 F 是双射

F : Mn(R)→Mn(R)

X 7→ AX +XB.

证明. 由于 Mn(R) 是有限维线性空间, 所以只需证明 F 是单射即可. 设 F (X) = 0, 即
AX = −XB. 左乘 A−1 得：

X = −A−1XB.

重复上述操作 k 次则得到
X = (−1)kA−kXBk

由于 Bn = 0, 取 k = n, 由 Bn = 0 得 X = 0, 这证明了单射性.

习题 4.18. 假设 V 是 Mn(R) 中的对称矩阵组成的子空间, W 是反对称矩阵组成的子空间.
证明 V ⊕W =Mn(R).

证明. 任意实矩阵 A 可唯一分解为：

A =
A+AT

2︸ ︷︷ ︸
对称

+
A−AT

2︸ ︷︷ ︸
反对称

.

若 A 既对称又反对称, 则 A = 0, 故 V ∩W = {0}, 且 V +W =Mn(R).

习题 4.19. 假设 V 是实轴上的全体实值函数组成的线性空间, 其中又子空间 W1 是全体奇
函数组成的线性空间, W2 是全体偶函数组成的线性空间. 证明 V =W1 ⊕W2.
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证明. 对任意 f ∈ V , 唯一分解：

f(x) =
f(x)− f(−x)

2︸ ︷︷ ︸
∈W1

+
f(x) + f(−x)

2︸ ︷︷ ︸
∈W2

.

若 f ∈W1 ∩W2, 则 f(x) = −f(−x) = f(−x), 故 f(x) = 0.

习题 4.20. 假设 T 是实线性空间 V 上的线性变换且满足 T 2 = I. 证明 V = ker(T − I) ⊕
ker(T + I). 这里 I 是恒等变换. 你能用这个事实来解释前两题的结论吗？

证明. 对任意 v ∈ V , 存在分解：

v =
v + T (v)

2︸ ︷︷ ︸
v1

+
v − T (v)

2︸ ︷︷ ︸
v2

.

我们断言 v1 ∈ ker(T − I), v2 ∈ ker(T + I). 直接验证如下:

(T − I)(v1) =
T (v) + T 2(v)

2
− v + T (v)

2
=
T (v) + v

2
− v + T (v)

2
= 0.

同理 (T + I)(v2) = 0. 若 v ∈ ker(T − I)∩ker(T + I), 则 T (v) = v = −v, 故 v = 0. 前两题中：

(1) 取 T (A) = AT , 则 ker(T − I) 为对称矩阵空间, ker(T + I) 为反对称矩阵空间;

(2) 取 T (f)(x) = f(−x), 则 ker(T − I) 为偶函数空间, ker(T + I) 为奇函数空间;

习题 4.21. 假设 T 是有限维线性空间 V 上的线性变换且满足 T 2 = T . 证明 V = kerT ⊕
imT .

证明. 分解 v = (v − T (v)) + T (v), 其中：

• T (v − T (v)) = T (v)− T 2(v) = 0, 故 v − T (v) ∈ kerT ;

• T (v) ∈ imT .

若 u ∈ kerT ∩ imT , 则存在 w 使得 u = T (w) 且 T (u) = 0, 于是 u = T (w) = T 2(w) =

T (u) = 0.

习题 4.22. 以下假设线性空间的维数均有限. 对于子空间W ⊂ V ,定义余维数 codim(W ) =

dimV − dimW . 设
V0

T1−→ V1
T2−→ · · · Tm−−→ Vm

是一串线性映射, 证明
m∑
i=1

dim kerTi −
m∑
i=1

codim ImTi = dimV0 − dimVm.
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证明. 对每个线性映射 Ti : Vi−1 → Vi, 根据维数公式有：

dimVi−1 = dim kerTi + dim imTi,

改写为：
dim kerTi − (dimVi − dim imTi) = dimVi−1 − dimVi.

对 i = 1 到 m 累加得：
m∑
i=1

dim kerTi −
m∑
i=1

codim imTi =
m∑
i=1

(dimVi−1 − dimVi) = dimV0 − dimVm.

习题 4.23. 判断映射 T : R2 → R2 是否为线性映射。

T (x, y) = (x+ y, 2x− y), S(x, y) = (x+ 1, y).

习题 4.24. 设 T : R2 → R3 满足

T (x, y) = (x+ y, x− y, 2y).

写出 T 在标准基下的矩阵。

习题 4.25. 设

A =

(
1 2 0

0 1 1

)
.

把矩阵 A 看成从 R3 到 R2 的线性映射。求它的核与像空间。

习题 4.26. 设 T : R2 → R2 是逆时针旋转 90◦ 的线性映射。写出 T 的矩阵，并计算 T (2,−1)。

习题 4.27. 设

A =

(
1 1

0 1

)
, B =

(
2 0

0 3

)
.

分别计算 AB 与 BA，并解释它们代表的复合映射顺序有何不同。

习题 4.28. 设 T : R3 → R3 满足

T (x, y, z) = (x+ y, y + z, 0).

求 dim kerT，dim imT，并验证秩–零化度公式。

习题 4.29. 设 T : R2 → R2 在标准基下的矩阵为

A =

(
2 1

1 2

)
.

若换用基 B = {(1, 1), (1,−1)}，求 T 在基 B 下的矩阵。
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4.6.2 思考题

习题 4.30. 设 G = (V,E) 是一个有向图, 带有映射 s, t : E → V , 其中 s(e), t(e) 分别表示
有向边 e 的起点和终点. 记 R{V } 为形如

∑
v∈V xv · v (xv ∈ R) 的表达式构成的线性空间;

类似地有 R{E}.
定义线性映射

d : R{E} → R{V }

e 7→ t(e)− s(e),

那么 dim ker d, codim im d 给出了有向图中的什么信息? 尝试对如下例子计算 dim ker d.

v1

v2

v3

v4
e2

e1

e3 e4

e5

e6

习题 4.31 (幂零扰动下可逆性的传递). 设 V 是复数域 C 上的 n 维向量空间，A : V → V

和 B : V → V 是两个线性变换。已知

AB = BA, A 是幂零算子, A+B 可逆.

请问 B 是否也是可逆线性变换？如果是，请证明；如果不是，请举反例。

习题 4.32 (有限矩阵群的不变向量维数). 设 G 是 GLn(C) 的有限子群。定义不变向量集合

V = {v ∈ Cn | gv = v, ∀g ∈ G}.

证明：
dimV =

1

|G|
∑
g∈G

tr(g).

提示：考虑线性算子 P = 1
|G|
∑

g∈G g，并证明 P 是到 V 上的投影算子。

习题 4.33 (特征标理论改编题). 设 G 是 GLn(C) 的一个有限子群。假设对任意 A ∈ G，若
A 6= In，则 tr(A) = 0。定义

T =
∑
A∈G

A, W = {x ∈ Cn | Ax = x, ∀A ∈ G}.

证明：

1. T 2 = |G|T，且 im(T ) =W。

2. 利用上问证明 |G| | n。
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习题 4.34 (交换子与幂零矩阵). 对矩阵 A,B ∈Mn(C)，定义交换子 [A,B] = AB −BA。

1. 若 AB −BA = A，证明 A 是幂零矩阵。

2. 若 [A, [A,B]] = 0，证明 [A,B] 是幂零矩阵。

习题 4.35 (二维交换子). 对复矩阵 A,B ∈Mn(C)，定义 [A,B] = AB−BA。设 n = 2。对
任意满足 tr(C) = 0 的 C ∈ M2(C)，是否一定存在 X,Y ∈ M2(C) 使得 [X,Y ] = C？证明
你的结论。

习题 4.36 (Sylvester 方程). 已知 A ∈ Mm(C) 和 B ∈ Mn(C) 没有公共特征值。证明：对
于任意 C ∈Mm×n(C)，矩阵方程

AX −XB = C

有唯一解 X ∈Mm×n(C)。

习题 4.37 (矩阵空间上的线性方程). 设 V 是二阶实矩阵构成的实线性空间，A 可逆，且
trA 6= 0。考虑线性变换

T (X) = AX +XA.

判断：对于每个 B ∈ V，是否存在唯一的 X 使得 T (X) = B？请证明或给出反例。
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5 行列式

在前几章中, 我们建立了线性空间与线性映射的基本理论. 线性映射的一个核心问题是:
给定 T : V → V , 如何判断 T 是否可逆? 当 V = Rn 时, 这等价于矩阵 A 是否可逆. 在第一
节中我们已经知道 A 可逆当且仅当 rankA = n, 但秩的计算需要行化简, 有时并不方便. 行
列式提供了另一个判据: A 可逆当且仅当 detA 6= 0, 而且 detA 本身携带了丰富的几何信
息——它度量了线性映射对” 体积” 的缩放倍率和定向的改变.
本节我们先从 2 × 2 有向面积和 3 × 3 有向体积的几何直观出发, 再把这些直观共同满

足的性质抽象为交错多重线性函数的公理. 证明这类函数构成的线性空间恰好是一维后, 我
们便得到一般 n 阶行列式的定义. 之后介绍几种常用的计算方法: 按行 (列) 展开、行变换
化三角, 以及伴随矩阵与 Cramer 法则.
在平面几何中, 鞋带公式本质上就是把多边形面积拆成若干个 2 × 2 行列式. 因而行列

式并不是凭空造出来的符号, 而是面积计算中自然出现的量. 在高维中, 它继续扮演统一刻
画面积、体积与可逆性的角色.
另一方面, 行列式之所以带有正负号, 是因为它还记录定向是否被翻转. 镜像变换保持

面积的绝对值, 却会改变左右手系, 因而行列式应为负. 多元积分中的 Jacobian 正是这一思
想的局部版本, 它衡量小体积元在局部线性近似下被放大了多少倍.

5.1 定义与基本性质

我们从 2× 2 矩阵的情形开始建立直觉. 回忆在注2.42.4中, 我们有(
a b

c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

因此 2× 2 矩阵可逆当且仅当 ad− bc 6= 0. 实际上, ad− bc 有清晰的几何含义. 考虑 R2 中
由列向量 v = ( a

c ) 和 w = ( b
d ) 围成的平行四边形. 利用向量外积的计算可以验证, 这个平行

四边形的有向面积恰好等于 ad − bc: 当 v 到 w 的旋转为逆时针方向时面积为正, 顺时针方
向时为负.

x

y

v

w

面积 = ad− bc
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在三维空间中, 同样的思想给出由三个列向量 v1, v2, v3 张成的平行六面体的有向体积.
如果把这三个向量作为 3× 3 矩阵的列, 其有向体积由六项组成: 三项取正号、三项取负号.
这正是后面例5.35.3中的三阶行列式公式.
我们将要定义的行列式, 就是这种有向面积和有向体积的高维推广: n 阶方阵的行列式

等于其 n 个列向量张成的平行体的有向体积.
为了严格地定义行列式, 我们将有向面积所满足的核心代数性质——关于每个变元的线

性性以及交换两个变元变号——抽象为公理化定义. 注意下面的定义对任意有限维线性空
间 V 给出, 而不仅限于 Rn.

定义 5.1. 设 V 是 n维 R-线性空间. V 上的 n次交错多重线性函数 (alternating multilinear
function)是函数

f : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n个

→ R

满足如下条件:

(1) (多重线性) 对每个 i, 固定其余变元后, f 关于第 i 个变元是 R-线性的, 即

f(v1, . . . , cvi + c′v′i, . . . , vn) = cf(v1, . . . , vi, . . . , vn) + c′f(v1, . . . , v
′
i, . . . , vn).

(2) (交错性) 交换任意两个变元, 函数值变号:

f(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = −f(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn).

所有 V 上的 n 次交错多重线性函数在逐点加法和数乘下构成 R-线性空间, 记为 Altn(V ).

注 5.1. 交错性有如下直接推论: 如果 vi = vj(i 6= j), 则 f(v1, . . . , vn) = 0. 事实上, 交换第
i 和第 j 个变元后函数值变号, 但变元不变, 因此 f = −f , 即 f = 0. 进而, 如果 v1, . . . , vn

线性相关, 则 f(v1, . . . , vn) = 0(用多重线性将某个 vi 展开为其他向量的线性组合, 化为有
两列相同的情形).

下面的定理说明, 交错多重线性函数在本质上是唯一的——空间 Altn(V ) 恰好是一维
的.

定理 5.1. 设 V 是 n 维 R-线性空间, 则 dimR Altn(V ) = 1.

证明. 对维数 n 进行归纳.
n = 1 时. 根据定义, Alt1(V ) 即为所有的 V → R 的线性函数组成的空间, 即对偶空间

V ∗. 由 dimV = 1 可知 dim Alt1(V ) = dimV ∗ = 1, 结论成立.
归纳步骤. 设 n ≥ 2, 并假设对任何 (n− 1) 维的线性空间结论均成立.
给定 n 维线性空间 V , 任取非零向量 v ∈ V , 并考虑商空间 W = V / spanR{v}. 因商空

间的维数为 dimV − dim spanR{v}, 故 dimW = n− 1. 对任意 x ∈ V , 我们将其在商空间中
的等价类记作 [x] := x+ spanR{v}.
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定义映射
Φ: Altn(V )→ Altn−1(W )

如下: 对于任意 f ∈ Altn(V ), 我们定义它在 W 上的函数 Φ(f) 为给第一变元填充 v 后得到
的下降一阶的函数: 即对任意 n− 1 个代表元 x2, . . . , xn ∈ V , 定义

Φ(f)([x2], . . . , [xn]) := f(v, x2, . . . , xn).

首先, Φ 是良好定义的线性映射. 我们需要验证 Φ(f) 的取值不依赖于代表元 xi 的选取. 对
于某个 xi, 如果将其替换为同一个等价类中的另一个代表元 xi + cv, 由多重线性可知:

f(v, . . . , xi + cv, . . . , xn) = f(v, . . . , xi, . . . , xn) + cf(v, . . . , v, . . . , xn).

由于后者的参数中有两个 v(分别位于第 1 个变元和原先 xi 的位置), 由 f 的交错性 (注5.15.1)
可知其值为 0. 故而代表元的选取不改变函数值. 此外, 容易验证 Φ(f) 继承了 f 的多重线
性和交错性, 从而确实有 Φ(f) ∈ Altn−1(W ); Φ 自身的线性性也极显然.
其次, Φ 是单射. 设 f ∈ kerΦ, 意即对所有 x2, . . . , xn ∈ V 均有 f(v, x2, . . . , xn) = 0.

我们想证明 f = 0.
任意取定 V 上满足 λ(v) = 1 的线性函数 λ ∈ V ∗. 则 V 可分解为 V = spanR{v} ⊕ U ,

其中 U = kerλ 是一个 (n− 1) 维子空间. 对任意一组变元 y1, . . . , yn ∈ V , 我们可将其分解
为 yi = civ + ui, 其中 ui ∈ U . 将它们代入 f(y1, . . . , yn) 中展开, 根据多重线性可以得到 2n

项的和, 每一项都会是从 {civ, ui} 中各选一个变元求 f .

• 若在这 n 个选择中至少选出一个位于 v 方向上的分量 civ, 则可利用交错性将含有 v

的那一变元挪到第一位. 由于 f(v, . . . ) ≡ 0, 该项必定为 0.

• 若在此 n个选择中全为 U 中的分量 (即 f(u1, . . . , un)),由于此时所有 ui皆属于 (n−1)
维的 U , 根据维数这 n 个向量必线性相关. 再次利用注5.15.1, f 此时的值亦为 0.

综上可得对于所有的 y1, . . . , yn, 都有 f(y1, . . . , yn) = 0, 即 f = 0, Φ 即是单射.
最后, Φ 是满射. 我们通过构造 Φ 的右逆证明其为满射. 仍利用刚才满足 λ(v) = 1 的

线性函数 λ ∈ V ∗. 定义
Ψ: Altn−1(W )→ Altn(V )

如下: 对于 g ∈ Altn−1(W ) 及任意向量 x1, . . . , xn ∈ V ,

Ψ(g)(x1, . . . , xn) :=
n∑

i=1

(−1)i−1λ(xi) g([x1], . . . , [̂xi], . . . , [xn]),

其中 [̂xi] 表示将其从函数变元中删去. 可以验证 Ψ(g) 是多重线性的, 且如果相邻变元
xk = xk+1, 求和式中有可能非零的唯有第 k 项与第 k+1 项. 由于该两项所含带的 g 变元序
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列完全相同, 而前面的常数 ±λ(xk) 正好互为相反数, 它们求和恰好抵消为 0, 故而 Ψ(g) 保
留了交错性.
我们把 Ψ(g) 代入 Φ 的定义中, 并计算 Ψ(g)(v, x2, . . . , xn). 由于 [v] = [0], 那些变元序

列中包含 [v] 的项都会因多重线性化为 0. 在求和式的 n 项中, 唯一不包含 [x1] = [v] 的只有
i = 1 的一项. 故而:

Φ(Ψ(g))([x2], . . . , [xn]) = Ψ(g)(v, x2, . . . , xn) = (−1)0λ(v) g([x2], . . . , [xn]) = g([x2], . . . , [xn]).

这意味着 Φ ◦Ψ = IAltn−1(W ), 因此 Φ 确是满射.
因 Φ 是双射, 从而构成线性空间同构. 进而可得

dim Altn(V ) = dim Altn−1(W ).

由归纳假设, (n− 1) 维商空间满足 dim Altn−1(W ) = 1, 由此推得 dim Altn(V ) = 1.

注 5.2. 上述定理表明, 交错多重线性函数本质上是唯一的: 一旦取定基, 它完全由其在该基
上的值唯一确定.

利用 dim Altn(Rn) = 1, 我们可以自然地定义行列式.

定义 5.2. Rn 上的行列式 (determinant)是 Altn(Rn) 中唯一满足归一化条件

f(e1, . . . , en) = 1

的交错多重线性函数. 对于 A ∈Mn(R), 记 A = (v1, . . . , vn), 则 A 的行列式定义为

detA = |A| := f(v1, . . . , vn).

注 5.3. 行列式的存在唯一性直接由定理5.15.1保证: 因为 dim Altn(Rn) = 1 且该空间非零, 取
任意非零元素 g ∈ Altn(Rn), 则 g(e1, . . . , en) 6= 0(否则对所有向量 g = 0, 与 g 6= 0 矛盾),
从而 f := g/g(e1, . . . , en) 是唯一满足归一化的元素.

注 5.4. 利用多重线性和交错性, 将各列向量按标准基 vi =
∑n

j=1 ajiej 展开, 也不难推导出
行列式的置换求和公式:

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

aσ(i),i,

其中 Sn 是 n 元置换群, sgn(σ) 是置换 σ 的符号 (+1 或 −1). 此公式亦可作为行列式的直
接定义.

补充: 排列与逆序数

上述置换求和公式中用到了排列的符号 sgn(σ), 我们在此给出其严格定义.
设 σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) 是集合 {1, 2, . . . , n} 的一个排列，即 σ 是该集合的一个双

射到自身的映射。我们关心排列中元素的 “顺序混乱程度”，这通过逆序数来量化。
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定义 5.3 (逆序与逆序数). 对于排列 σ，若存在一对指标 (i, j) 满足

1 ≤ i < j ≤ n 且 σ(i) > σ(j),

则称 (σ(i), σ(j)) 构成一个逆序 (inversion)。排列 σ 的逆序数定义为其中逆序的总数，记作：

τ(σ) = #{(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, σ(i) > σ(j)}.

例如，排列 (3, 1, 4, 2) 中的逆序对为 (3, 1), (3, 2), (4, 2)，故 τ = 3。
逆序数反映了排列相对于自然顺序 (1, 2, . . . , n) 的 “偏离程度”。特别地，恒等排列

(1, 2, . . . , n) 的逆序数为 0，而完全倒序排列 (n, n− 1, . . . , 1) 的逆序数达到最大值 n(n−1)
2
。

定义 5.4 (排列的奇偶性与符号). 若 τ(σ) 为偶数，则称排列 σ 为偶排列；若为奇数，则称
为奇排列。排列的符号(sign) 定义为

sgn(σ) = (−1)τ(σ).

排列的奇偶性在行列式理论中具有核心作用，因为行列式的置换求和公式中每一项的
符号由对应排列的奇偶性决定。

定理 5.2 (对换改变奇偶性). 对任意排列 σ，若对其施行一次对换（即交换两个位置上的元
素，其余不变），得到新排列 σ′，则

τ(σ′) ≡ τ(σ) + 1 (mod 2),

即对换总是改变排列的奇偶性。

证明. 任意对换可分解为奇数个相邻对换，而每次相邻对换恰好改变逆序数 ±1，因此总奇
偶性改变。

推论 5.1. 任意排列均可由恒等排列经有限次对换得到，且所需对换次数的奇偶性唯一确定，
即等于 τ(σ) mod 2。因此 sgn(σ) 是良好定义的。

例 5.1. 当 n = 1 时, det(a) = a. 当 n = 2 时,

det
(
a b

c d

)
= ad− bc,

这正是我们在开头从几何直觉得到的有向面积公式.

例 5.2 (二阶行列式的计算). 例如

det
(
3 1

2 5

)
= 3 · 5− 1 · 2 = 13.
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它表示由向量 (3, 2)T 和 (1, 5)T 张成的平行四边形的有向面积. 若交换两列,

det
(
1 3

5 2

)
= 1 · 2− 3 · 5 = −13,

面积大小不变, 但定向反过来了.

例 5.3. 当 n = 3 时, 利用置换求和公式 (S3 有 6 个元素) 可得

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32.

注 5.5. 上述 3× 3 行列式公式又被称为 Sarrus 法则(对角线法则): 三条” 主对角线方向”
的乘积取正号, 三条” 副对角线方向” 的乘积取负号. 需要注意的是, 这个法则仅对 n ≤ 3

成立, 对 n ≥ 4 没有类似的简单模式.

例 5.4 (三阶行列式的计算). 利用上面的公式,

det


1 2 0

0 3 1

2 0 1

 = 1 · 3 · 1 + 2 · 1 · 2 + 0 · 0 · 0

− 0 · 3 · 2− 2 · 0 · 1− 1 · 1 · 0

= 7.

习题 5.1. 计算下列行列式:

det
(
4 −1
2 3

)
, det


2 0 1

1 1 0

0 3 1

 .

例 5.5. 对于三种初等矩阵55, 其行列式分别为

(E1) detE[ij] = −1.

(E2) detE[i, c] = c.

(E3) detE[ij, c] = 1.

特别地, 对于矩阵 A 以及初等矩阵 E, 有 |AE| = |A||E|.

命题 5.1. 行列式有如下性质:
5见定义2.62.6
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(1) 如果 A 的某一列为零, 则 |A| = 0.

(2) |A| 6= 0 当且仅当 rankA = n.

(3) | In | = 1.

(4) |AB| = |A||B|.

(5) |A−1| = |A|−1, |PAP−1| = |A|.

(6) |A| = |AT |.

(7) 假设 A 是分块上三角矩阵, 并且对角线分块矩阵为 A1, . . . , An, 则 |A| = |A1| . . . |An|.
特别地, 如果 A 是上三角矩阵, 并且对角线元素为 a1, . . . , an, 则 |A| = a1 . . . an.

证明. (1). 由行列式的多重线性 (定义5.15.1(1)) 即可.
(2). 设 A 的列向量为 v1, . . . , vn. 若 rankA < n, 则 v1, . . . , vn 线性相关, 由注5.15.1可知

|A| = 0. 反过来, 若 rankA = n, 则 v1, . . . , vn 是一组基. 由于 Altn(Rn) 是一维空间, 归一
化后的行列式在任何一组基上的取值都不能为 0, 否则它在该基展开的所有 n 重输入上都为
0, 与 det(e1, . . . , en) = 1 矛盾. 因此 |A| 6= 0.

(3). 由行列式的归一化条件 (定义5.25.2) 即可.
(4). 固定 A, 定义

g(x1, . . . , xn) = det(Ax1, . . . , Axn).

则 g 仍是 Rn 上的交错多重线性函数. 由 dim Altn(Rn) = 1 可知

g(x1, . . . , xn) = g(e1, . . . , en) det(x1, . . . , xn) = |A| det(x1, . . . , xn).

取 x1, . . . , xn 为 B 的列向量, 即得 |AB| = |A||B|.
(5). 由 AA−1 = In 和 (4) 可得 |A||A−1| = 1. 相似不变性由

|PAP−1| = |P ||A||P−1| = |A|

直接推出.
(6). 由置换求和公式,

|AT | =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i).

令 τ = σ−1, 则 sgn(τ) = sgn(σ), 且上式化为

∑
τ∈Sn

sgn(τ)
n∏

j=1

aτ(j),j = |A|.
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(7). 只需对两个对角分块证明, 多个分块由归纳得到. 设

A =

(
B C

0 D

)
,

其中 B 为 r × r 矩阵, D 为 s× s 矩阵. 在置换求和公式中, 若某个 i > r 被送到 σ(i) ≤ r,
则对应元素位于左下零块, 该项为 0. 因此非零项只能来自同时保持前 r 个指标集合和后 s

个指标集合的置换, 它们分别给出 B 和 D 的行列式. 故 |A| = |B||D|. 特别地, 上三角矩阵
是所有对角分块均为 1× 1 的情形.

注 5.6 (行列式的几何意义). 行列式的绝对值 | detA| 等于 A 的 n 个列向量 v1, . . . , vn 在
Rn 中张成的平行体 (parallelepiped) 的 n 维体积, 而 detA 的符号反映了 (v1, . . . , vn) 相对
于标准基 (e1, . . . , en) 的定向 (orientation): 正号表示同向, 负号表示反向. 换言之, 线性映
射 T 将标准单位体积缩放为 | detT | 倍, 并且当 detT < 0 时翻转定向.

v1

v2

v3

detA

定义 5.5. 给定 R-线性空间 V 以及 R-线性映射 T : V → V ,则 T 的行列式 (determinant)定
义为 detA, 其中 A 是 T 在任意一组基下的矩阵.

注 5.7. 线性映射的行列式是良好定义的, 因为同一个线性映射在不同基下的矩阵之间是相
似的, 而根据命题5.15.1中的 (5) 可知相似的矩阵有着相同的行列式.

补充: 秩的子式刻画

利用行列式, 我们可以给出矩阵秩的另一种等价定义. 回忆矩阵 A ∈ Mm×n(R) 的秩
rank(A) 在前面是通过最简行阶梯型的主元个数来定义的. 现在利用行列式的工具, 我们有
如下等价刻画:

命题 5.2. 矩阵 A ∈Mm×n(R) 的秩 rank(A) 等于其非零子式的最高阶数. 即,

rank(A) = max{k | A 存在k 阶子式不为零}.

若 A = 0, 则 rank(A) = 0.

证明. 设 rank(A) = r. 先证明存在 r 阶非零子式. 由于列秩为 r, 可在 A 的列中取出 r 个
线性无关列, 组成 m× r 矩阵 B. 矩阵 B 的列秩为 r, 因而它的行空间维数也为 r; 于是可在
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B 的行中取出 r 个线性无关行. 这些行和原先选出的 r 列交叉得到一个 r × r 子矩阵, 其行
(或列) 线性无关, 故行列式非零.
另一方面, 若取 A 的任意 (r+ 1) 阶子矩阵, 其行向量仍来自 A 的行向量. 因为 A 的行

空间维数为 r, 这 r + 1 个行向量必线性相关, 所以该子矩阵行列式为零. 因此非零子式的最
高阶数恰为 r.

5.2 行列式的计算方法

接下来我们介绍计算矩阵行列式的常用方法.

按列展开

最基本的方法是按列展开 (cofactor expansion along a column). 我们先推导按第一列
展开的公式, 再推广到任意列和任意行.
给定 A = (aij)n×n ∈Mn(R), 我们记 A = (v1, . . . , vn) 为 A 的列向量分解. 对第一列 v1

利用多重线性性展开:

detA = f(v1, v2, . . . , vn)

= f(a11e1 + · · ·+ an1en, v2, . . . , vn)

=
n∑

i=1

ai1 f(ei, v2, . . . , vn).

现在我们来计算 f(ei, v2, . . . , vn). 对于 k = 2, . . . , n, 将 vk 中 ei 方向上的分量减去, 记 v′k =

vk − aikei. 则 v′k 属于 W := spanR{e1, . . . , êi, . . . , en} ∼= Rn−1. 由交错性, f(ei, v2, . . . , vn) =
f(ei, v

′
2, . . . , v

′
n). 考虑函数

g : W × · · · ×W︸ ︷︷ ︸
n−1个

→ R,

(w1, . . . , wn−1) 7→ f(ei, w1, . . . , wn−1).

可以直接验证 g是W ∼= Rn−1上的交错多重线性函数. 取W 的标准有序基 (e1, . . . , êi, . . . , en),
我们有

g(e1, . . . , êi, . . . , en) = f(ei, e1, . . . , êi, . . . , en) = (−1)i−1 det In = (−1)i−1,

其中最后一步将 ei 从第 1 个位置移到第 i 个位置, 需要 i− 1 次对换. 由 dim Altn−1(W ) =

1(定理5.15.1), g 由其在基上的值唯一确定, 即 g = (−1)i−1 detn−1, 因此

f(ei, v
′
2, . . . , v

′
n) = (−1)i−1 det(Mi1) = (−1)i+1|Mi1|,
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其中 Mi1 是由矩阵 A 去掉第 i 行和第 1 列得到的 (n− 1)× (n− 1) 矩阵. 于是得到按第一
列展开公式:

|A| =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1|Mi1|.

注 5.8. 回顾在证明 dim Altn(V ) = 1(定理5.15.1) 时, 当我们建立自 Altn(V ) 到 Altn−1(W ) 的
满射时所构造的右逆映射 Ψ, 其实质正是行列式的行 (列) 展开公式在一般线性空间上的抽
象表达: 选取一个分量并按其次维度的交错多重线性函数” 展开”. 这种降维度的计算技巧
是交错多重线性函数的内禀属性.

完全类似地, 对第 j 列展开可得 |A| =
∑n

i=1(−1)i+jaij |Mij |, 其中 Mij 是 A 去掉第 i

行和第 j 列后的矩阵. 另一方面, 利用 |A| = |AT |, 对 AT 按列展开即得 A 的按行展开公式:
对任意 i = 1, . . . , n, |A| =

∑n
j=1(−1)i+jaij |Mij |.

我们将上述展开中反复出现的量定义如下.

定义 5.6. 给定 A = (aij)n×n ∈Mn(R).

1. 矩阵 A 去掉第 i 行和第 j 列得到的 (n− 1)× (n− 1) 矩阵记为 Mij, 其行列式 |Mij |
被称为 A 的(i, j) 余子式 (minor).

2. A 的(i, j) 代数余子式 (cofactor)定义为 Cij := (−1)i+j |Mij |.

利用上述记号, 余子式展开公式可以简洁地表述为:

命题 5.3 (余子式展开). 给定 A = (aij)n×n ∈ Mn(R), 则对任意 j = 1, . . . , n(按第 j 列展
开) 有

|A| =
n∑

i=1

aij Cij =
n∑

i=1

(−1)i+jaij |Mij |;

对任意 i = 1, . . . , n(按第 i 行展开) 有

|A| =
n∑

j=1

aij Cij =
n∑

j=1

(−1)i+jaij |Mij |.

注 5.9. 余子式展开将 n 阶行列式的计算递归地归结为 n 个 (n− 1) 阶行列式的计算. 实际
计算时, 通常选取含最多零元素的行或列进行展开以减少计算量.

例 5.6. 计算行列式

A =


2 1 0 3

1 −1 2 0

0 3 1 −2
4 0 −1 1

 .
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选取第三行 (含一个零元素) 按行展开:

|A| = 0 · C31 + 3 · C32 + 1 · C33 + (−2) · C34.

逐个计算三阶余子式:

C32 = (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3

1 2 0

4 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(2 · 2 · 1+ 0 · 0 · 4+ 3 · 1 · (−1)− 4 · 2 · 3− (−1) · 0 · 2− 1 · 1 · 0)

= −(4 + 0− 3− 24− 0− 0) = −(−23) = 23,

C33 = (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 3

1 −1 0

4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2(−1− 0)− 1(1− 0) + 3(0 + 4) = −2− 1 + 12 = 9,

C34 = (−1)3+4

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0

1 −1 2

4 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(2(1− 0)− 1(−1− 8) + 0) = −(2 + 9) = −11.

因此 |A| = 3× 23 + 1× 9 + (−2)× (−11) = 69 + 9 + 22 = 100.

行化简法

另一种常用的计算方法利用行列式在初等行变换下的行为. 由行列式的性质 (命题5.15.1),
行列式的计算可以通过以下策略进行:

1. 交换两行: 行列式变号;

2. 某行乘以常数 c: 行列式变为 c 倍;

3. 某行加上另一行的 c 倍: 行列式不变.

利用 Gauss 消元法将矩阵化为上三角, 此时行列式等于对角线元素之积 (乘以交换行带来的
符号因子).

例 5.7. 用行化简法重新计算上例中的行列式:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 3

1 −1 2 0

0 3 1 −2
4 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r1↔r2−−−−→ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 0

2 1 0 3

0 3 1 −2
4 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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−−−−→
r2−2r1
r4−4r1

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 0

0 3 −4 3

0 3 1 −2
0 4 −9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r3−r2−−−→ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 0

0 3 −4 3

0 0 5 −5
0 4 −9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r4− 4

3 r2−−−−→ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 0

0 3 −4 3

0 0 5 −5
0 0 − 11

3
−3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r4+

11
15 r3−−−−−→ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 0

0 3 −4 3

0 0 5 −5
0 0 0 − 20

3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1× 3× 5×

(
− 20

3

)
= 100.

例 5.8 (Vandermonde 行列式). 对于 x1, . . . , xn ∈ R, Vandermonde 行列式定义为

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).

证明. 对 n 进行归纳. n = 1 时 V1 = 1, 结论成立. n = 2 时 V2 = x2 − x1, 结论成立. 设
n ≥ 3, 假设 n− 1 时结论成立. 对 Vn 从最后一行开始, 依次用第 k 行减去 x1 乘以第 k − 1

行 (k = n, n− 1, . . . , 2), 得到

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 x2 − x1 · · · xn − x1
0 x2(x2 − x1) · · · xn(xn − x1)
...

... . . . ...
0 xn−22 (x2 − x1) · · · xn−2n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

按第一列展开, 并从第 j 列提取公因子 (xj − x1)(j = 2, . . . , n), 得

Vn =
n∏

j=2

(xj − x1) · Vn−1(x2, . . . , xn) =
n∏

j=2

(xj − x1) ·
∏

2≤i<j≤n

(xj − xi) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).

注 5.10. Vandermonde 行列式的一个直接推论是: Vn 6= 0 当且仅当 x1, . . . , xn 两两不同.
这一结论在多项式插值理论中有重要应用.
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分块矩阵的行列式

对于分块矩阵, 行列式的计算有以下有用的结果.

命题 5.4. 设 2n× 2n 阶矩阵

M =

(
A B

C D

)
,

其中 A,B,C,D 均为 n× n 阶矩阵. 若 AC = CA, 则 |M | = |AD − CB|.

证明. 首先我们假设 A 可逆, 则

|M | = |

(
A B

0 D − CA−1B

)
|

= |A||D − CA−1B|

= |A(D − CA−1B)|

= |AD − CB|

而当 A 不可逆时, 我们不妨考虑 Aλ = A+ λI. 由于 |Aλ| 是 λ 的 n 次多项式, 从而对有限
多个 λ 之外 Aλ 总可逆, 因此我们不妨取足够小的 λ 使得 Aλ 总可逆, 根据可逆时的情形我
们有

|

(
Aλ B

C D

)
| = |AλD − CB|.

从而我们令 λ→ 0 即有我们期待的结果66.

5.3 伴随矩阵

利用代数余子式, 我们可以构造一个与逆矩阵密切相关的矩阵.

定义 5.7. 对于 A = (aij)n×n ∈ Mn(R), A 的伴随矩阵 (adjugate matrix)A∗ 定义为以代数
余子式为元素的矩阵的转置:

(A∗)ij := Cji = (−1)i+j |Mji|.

换言之, A∗ 的第 i 行第 j 列元素是 A 的 (j, i) 代数余子式.

注 5.11. 注意伴随矩阵定义中的转置: (A∗)ij = Cji, 而不是Cij. 这个转置是使得 AA∗ =

(detA)In 成立的关键.
6这个操作称为微扰法, 是矩阵中一个非常经典的技巧. 在 §6.76.7中, 我们将用有理函数域的方法将微扰法 “代数化”, 使其对任

意域 (包括有限域) 都成立.
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例 5.9. 设 A =


1 2 3

0 1 4

5 6 0

, 则 detA = 1(0− 24)− 2(0− 20) + 3(0− 5) = 1. 计算各代数

余子式:
C11 = −24, C12 = 20, C13 = −5,

C21 = 18, C22 = −15, C23 = 4,

C31 = 5, C32 = −4, C33 = 1.

于是伴随矩阵为 (取代数余子式矩阵的转置):

A∗ =


C11 C21 C31

C12 C22 C32

C13 C23 C33

 =


−24 18 5

20 −15 −4
−5 4 1

 .

可以验证 AA∗ = I3 = (detA)I3.

命题 5.5. 对于 A ∈Mn(R), 有

AA∗ = A∗A = (detA) In.

证明. 计算 (AA∗)ij :

(AA∗)ij =
n∑

k=1

aik(A
∗)kj =

n∑
k=1

aikCjk.

当 i = j 时, 这恰好是 detA 按第 i 行的展开; 当 i 6= j 时, 这相当于将 A 的第 i 行替换
第 j 行后按第 j 行展开, 由于该矩阵有两行相同, 行列式为 0. 因此 (AA∗)ij = δij detA, 即
AA∗ = (detA)In. 类似可证 A∗A = (detA)In.

推论 5.2. 如果 A ∈Mn(R) 可逆, 则

A−1 =
1

detAA
∗.

推论 5.3 (克拉姆法则 (Cramer’s rule)). 设 A ∈ Mn(R) 可逆, 则线性方程组 Ax = b 的唯
一解为

x = A−1b =
1

detAA
∗b.

写成分量形式: 对 j = 1, . . . , n,
xj =

detAj

detA ,

其中 Aj 是将 A 的第 j 列替换为 b 后得到的矩阵.
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证明. 由 x = 1
det AA

∗b, 其第 j 个分量为

xj =
1

detA

n∑
k=1

(A∗)jkbk =
1

detA

n∑
k=1

Ckjbk.

右端恰好是将 A 的第 j 列替换为 b 后按第 j 列展开所得的行列式 detAj , 因此 xj =

detAj/detA.

5.4 Laplace 公式与 Cauchy-Binet 公式

余子式展开是按某一行 (或列) 将行列式展为若干 (n− 1) 阶行列式之和. Laplace 公式
将此思想推广到同时选取多行进行展开.
为了陈述公式, 我们先引入记号. 对于 A ∈ Mn(R) 及指标集 M,L ⊂ {1, 2, . . . , n}, 记

AM,L 为以 M 为行指标集、L 为列指标集组成的 A 的子矩阵, AMc,Lc 为对应的余子矩阵,
其中 M c = {1, 2, . . . , n} \M .

定理 5.3 (Laplace 公式). 设 A ∈Mn(R), 固定行指标集 M ⊂ {1, . . . , n}, |M | = r, 则

detA =
∑

L⊂{1,...,n}
|L|=r

(−1)σ(M)+σ(L) det(AM,L) det(AMc,Lc),

其中 σ(S) =
∑

i∈S i.

证明. 我们可以利用行列式作为交错多重线性函数的性质来证明本公式. 设 V = Rn, ε1, . . . , εn
为 V 的标准基, 行列式函数记为 det(v1, . . . , vn).

固定行指标集 M = {i1 < · · · < ir}, 其补集为 M c = {i′1 < · · · < i′n−r}. 定义两个
子空间 W1 = span(εi)i∈M 和 W2 = span(εi)i∈Mc . 显然 V = W1 ⊕W2, 且 dimW1 = r,
dimW2 = n− r.
将矩阵 A 的第 j 个列向量记作 vj , 它可以唯一分解为 vj = xj + yj , 其中 xj ∈W1, yj ∈

W2. 注意 xj 的非零分量仅在行指标 M 中, 构成了属于行集合 M 的子列; yj 构成了属于行
集合 M c 的子列.
利用多重线性将行列式展开:

detA = det(x1 + y1, . . . , xn + yn) =
∑

det(z1, . . . , zn),

其中每个 zj 要么是 xj 要么是 yj . 由于 det 是交错的, 如果在 (z1, . . . , zn) 中选了超过 r 个
W1 中的向量，由于 dimW1 = r, 它们必然线性相关, 从而由交错性质知该项行列式为零. 同
理, 如果选了超过 n− r 个 W2 中的向量，包含它们的行列式项也为零. 因此, 非零项只能是
恰好有 r 个向量选自 W1, 剩下的 n− r 个选自 W2. 这对应于选择列指标的一个大小为 r 的
子集 L = {l1 < · · · < lr} ⊂ {1, . . . , n}, 当 j ∈ L 时 zj = xj , 当 j /∈ L 时 zj = yj . 记其余列
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指标为 Lc = {l′1 < · · · < l′n−r}. 于是

detA =
∑
|L|=r

det(ZL),

其中 ZL 表示按照原本列顺序排列的包含 xlk (对应列 L) 和 yl′k (对应列 Lc) 的向量组.
我们将 ZL 中的 r 个 xlk 依次通过相邻交换移到最前面的 r 个位置, 剩下的 yl′k 保持

相对顺序排在后面. 这一重排需要将列指标 lk 所在的列与其前面的不属于 L 的列进行交
换. l1 前面有 l1 − 1 个 Lc 中的列, l2 前面有 l2 − 2 个, 依此类推, 总跨越次数对应的符号为
(−1)

∑r
k=1(lk−k) = (−1)σ(L)−r(r+1)/2. 即

det(ZL) = (−1)σ(L)−r(r+1)/2 det(xl1 , . . . , xlr , yl′1 , . . . , yl′n−r
).

观察后面的行列式 det(xl1 , . . . , xlr , yl′1 , . . . , yl′n−r
). 将这些列向量拼成矩阵，其前 r 列

仅在行 M 上非零, 后 n− r 列仅在行 M c 上非零. 将该矩阵的行作置换, 把行集合 M 的 r

行依次换到最上面的 r 行, 把 M c 的行换到下面. 与前面列置换同理, 这次行交换跨越次数

的符号为 (−1)σ(M)−r(r+1)/2. 经过行置换后, 该矩阵变成了分块对角矩阵
(
AM,L 0

0 AMc,Lc

)
,

其行列式恰好等于对角两个块的行列式的乘积 det(AM,L) det(AMc,Lc). 于是

det(xl1 , . . . , xlr , yl′1 , . . . , yl′n−r
) = (−1)σ(M)−r(r+1)/2 det(AM,L) det(AMc,Lc).

将这两步合并, det(ZL) 的总符号为

(−1)σ(L)− r(r+1)
2 · (−1)σ(M)− r(r+1)

2 = (−1)σ(M)+σ(L)−r(r+1).

因为 r(r + 1) 必为偶数, (−1)−r(r+1) = 1, 负号可以忽略. 我们即证明了 Laplace 展开公式：

detA =
∑
|L|=r

(−1)σ(M)+σ(L) det(AM,L) det(AMc,Lc).

注 5.12. 当 |M | = 1, 即 M = {i} 时, Laplace 公式退化为按第 i 行展开的余子式展开公式
(命题5.35.3).

例 5.10. 利用 Laplace 公式计算 4× 4 行列式. 设

A =


1 0 2 0

0 1 0 3

1 0 0 0

0 1 0 0

 .
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选取 M = {3, 4}(第 3、4 行), 则 σ(M) = 3 + 4 = 7. 第 3、4 行的各
(
4
2

)
= 6 个 2× 2 子矩

阵中, 仅有列指标 L = {1, 2} 时 det(AM,L) =

∣∣∣∣∣1 0

0 1

∣∣∣∣∣ = 1 非零. 此时 σ(L) = 1 + 2 = 3, 且

AMc,Lc = A{1,2},{3,4} =

(
2 0

0 3

)
, det(AMc,Lc) = 6.

因此 detA = (−1)7+3 · 1 · 6 = 6.

Laplace 公式的一个重要推广是 Cauchy-Binet 公式, 它将行列式乘积公式 |AB| =

|A||B| 推广到非方阵的情形.

定理 5.4 (Cauchy-Binet 公式). 设 A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×m(R), 则

det(AB) =


∑

S⊂{1,...,n}
|S|=m

det(A[m],S) det(BS,[m]), m ≤ n,

0, m > n,

其中 [m] = {1, . . . ,m}, A[m],S 是 A 取列指标在 S 中的 m ×m 子矩阵, BS,[m] 是 B 取行
指标在 S 中的 m×m 子矩阵.

证明. 记 A 的列向量为 α1, . . . , αn ∈ Rm, 则 A = (α1, . . . , αn). 记 B = (bij)n×m, 则矩阵
AB 的第 j 列 cj 是 A 的各列的线性组合:

cj = A


b1j
...
bnj

 =
n∑

k=1

bkjαk.

根据行列式作为交错多重线性函数的多重线性性, 我们有

det(AB) = det(c1, c2, . . . , cm)

= det
(

n∑
k1=1

bk11αk1
, . . . ,

n∑
km=1

bkmmαkm

)

=
n∑

k1=1

· · ·
n∑

km=1

bk11 . . . bkmm det(αk1
, . . . , αkm

).

由于交错性, 如果 k1, . . . , km 中有重复的指标, 则 det(αk1
, . . . , αkm

) = 0.
如果 m > n, 那么在任何一组指标选取 k1, . . . , km ∈ {1, . . . , n} 中, 必然至少有两个指

标相同 (抽屉原理). 因此求和式中的每一项皆为 0, 此时 det(AB) = 0.
如果 m ≤ n, 求和式中仅剩那些由选取 m 个不同指标构成的非零项. 这样的指标列

k1, . . . , km 必定对应于一个严格递增的 m 元子集 S = {s1 < s2 < · · · < sm} ⊂ {1, . . . , n} 以
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及某一个置换 σ ∈ Sm, 使得 kj = sσ(j). 于是我们可以将上式组织为按子集 S 分组求和的形
式:

det(AB) =
∑

S⊂{1,...,n}
|S|=m

∑
σ∈Sm

bsσ(1),1 . . . bsσ(m),m det(αsσ(1)
, . . . , αsσ(m)

).

再利用行列式的交错性,把变元排至自然顺序,得 det(αsσ(1)
, . . . , αsσ(m)

) = sgn(σ) det(αs1 , . . . , αsm).
注意到 det(αs1 , . . . , αsm) 恰好等于行列式 det(A[m],S). 从而

det(AB) =
∑

S⊂{1,...,n}
|S|=m

det(A[m],S)

(∑
σ∈Sm

sgn(σ)bsσ(1),1 . . . bsσ(m),m

)

=
∑

S⊂{1,...,n}
|S|=m

det(A[m],S) det(BS,[m]).

最后一步等号使用了 BS,[m] 的置换求和公式. 命题得证.

注 5.13. 当 m = n 时, 只有一个子集 S = {1, . . . , n}, 公式退化为 det(AB) = detA · detB,
这正是行列式的乘法性质 (命题5.15.1(4)).

例 5.11. 设 A =

(
1 2 3

4 5 6

)
∈ M2×3(R), B =


1 0

0 1

1 1

 ∈ M3×2(R). 直接计算 AB =

(
4 5

10 11

)
, 故 det(AB) = 44− 50 = −6.

用 Cauchy-Binet 公式验证: S 遍历 {1, 2, 3} 的三个二元子集:

S = {1, 2} : det
(
1 2

4 5

)
det
(
1 0

0 1

)
= (−3)(1) = −3,

S = {1, 3} : det
(
1 3

4 6

)
det
(
1 0

1 1

)
= (−6)(1) = −6,

S = {2, 3} : det
(
2 3

5 6

)
det
(
0 1

1 1

)
= (−3)(−1) = 3.

求和得 −3 + (−6) + 3 = −6, 与直接计算一致.

5.5 习题

5.5.1 练习题

习题 5.2 (多边形面积与行列式). 设平面多边形顶点按逆时针方向依次为

Pi = (xi, yi), i = 1, . . . , n,
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并约定 Pn+1 = P1. 把多边形分解成若干个以原点为公共顶点的有向三角形, 证明其有向面
积为

1

2

n∑
i=1

det
(
xi xi+1

yi yi+1

)
.

用该公式计算顶点 (0, 0), (3, 0), (2, 2), (0, 1) 围成的四边形面积.

习题 5.3. 计算下列行列式:

1. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −2 0 5

3 2 −2 1

−2 1 3 −1
2 3 −6 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

y z x 1

z x y 1
z+x
2

x+y
2

y+z
2

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 · · · 0

1 3 2 · · · 0

0 1 3 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

4. 因式分解 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5. Vandermonde 行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

X1 X2 · · · Xn

...
... . . . ...

Xn−1
1 Xn−1

2 · · · Xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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6. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn

s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

... . . . ...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中 sk = Xk

1 +Xk
2 + · · ·Xk

n.

7. 在复数域 C 上, 将关于 n 个变量 a1, a2, · · · , an 的多项式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2
...

...
... . . . ...

a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
分解为不可约因子乘积.

8. det(A∗), 其中 A∗ 是方阵 A 的伴随.

9. (n+ 1)× (n+ 2) 的矩阵

A = (aij) =

((
j − 1

i− 1

))
, 1 ≤ i ≤ n+ 1, 1 ≤ j ≤ n+ 2,

Ak 为 A 去掉第 k 列得到的矩阵, 计算 det(Ak).

参考解. 1. -21(计算过程略).

2. 第一行加第三行等于第四行的 2 倍, 故行列式为 0.

3. 我们记这个行列式为 An, 这是一个依赖于 n 的函数. 若 n ≥ 3, 对第一行展开有
An = 3An−1 − 2An−2. 方程 x2 = 3x− 2 有两个单根 x = 1, 2, 故上述递归表达式有一
般解 An = a+ b2n. 容易验证 A1 = 3, A2 = 7, 代入一般表达式解得 a = −1, b = 2, 故
An = 2n+1 − 1.

4. 我们可以假设 a 6= 0, 用第一列的 a 消去其他非零元, 再对称地用第一行的 a 消去其他
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非零元. 然后我们用第二列的 a 和第二行的 a 消去其他非零元. 结果如下：
0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

 1st column−−−−−−→


0 a b c

−a 0 d e

0 −d −bd/a f − eb/a
0 −e −f − cd/a −ec/a



1st row−−−−→


0 a 0 0

−a 0 d e

0 −d 0 f − eb/a+ cd/a

0 −e −f − cd/a+ eb/a 0



2nd column & row−−−−−−−−−−−→


0 a 0 0

−a 0 0 0

0 0 0 f − eb/a+ cd/a

0 0 −f − cd/a+ eb/a 0


由于以上行列变换不改变行列式, 故∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a2(f + cd/a− eb/a)2 = (af − be+ cd)2.

注：严格来讲,我们以上的运算是在环 Z[a, b, c, d, e, f ][1/a]中进行的.但是环 Z[a, b, c, d, e, f ]
是 Z[a, b, c, d, e, f ][1/a] 的一个子环, 故等式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (af − be+ cd)2

在 Z[a, b, c, d, e, f ][1/a] 上成立, 且等式两边的元素都落入 Z[a, b, c, d, e, f ] 中, 则等式在
Z[a, b, c, d, e, f ] 上成立. 也可以考虑摄动法或直接计算.

5. 我们消去第一行有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

X1 X2 · · · Xn

...
... . . . ...

Xn−1
1 Xn−1

2 · · · Xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 X2 −X1 · · · Xn −X1

...
... . . . ...

0 Xn−1
2 −Xn−1

1 · · · Xn−1
n −Xn−1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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对 2 ≤ i ≤ n− 1, 我们把第 i 行乘以 −X1 加到第一行, 行列式不变, 为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 X2 −X1 · · · Xn −X1

...
... . . . ...

0 Xn−2
2 (X2 −X1) · · · Xn−2

n (Xn −X1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X2 −X1) · · · (Xn −X1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

... . . . ...
0 Xn−2

2 · · · Xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (X2 −X1) · · · (Xn −X1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
... . . . ...

Xn−2
2 · · · Xn−2

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
注意到式子后一部分是一个 n− 1 阶的 Vandermonde 行列式, 故可用归纳法得到 n 阶
Vandermonde 行列式为

Π1≤i<j≤n(Xj −Xi).

6. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn

s2 s3 s4 · · · sn+1

...
...

... . . . ...
sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

X1 X2 · · · Xn

...
... . . . ...

Xn−1
1 Xn−1

2 · · · Xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 X1 · · · Xn−1
1

1 X2 · · · Xn−1
2

...
... . . . ...

1 Xn · · · Xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Π1≤i<j≤n(Xj −Xi)

2.

7. 令 J =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0


=

(
0 In−1

1 0

)
, 则可以验证对任意 1 ≤ i ≤ n − 1, J i =
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(
0 In−i

Ii 0

)
. 由于 |λIn− J | = λn− 1(请自行验证), 故该多项式有 n 个单根, 即所有的

n 次单位根. 记 ω = e
2πi
n , 则 J 的所有特征值为 ωi, 0 ≤ i ≤ n− 1. 由于 J 的特征多项

式只有单根, J 可以对角化, 于是存在可逆阵 P 使得 P−1JP = diag(1, ω, · · · , ωn−1).
令 f(x) = a1+a2x+ · · ·+anxn−1,注意到题目中的矩阵恰为 a1I+a2J+ · · ·+anJn−1 =

f(J), 于是
P−1f(J)P = diag(f(1), f(ω), · · · , f(ωn−1)).

因此

det(f(J)) =
n−1∏
i=0

f(ωi) =
n−1∏
i=0

(a1 + a2ω
i + · · ·+ anω

i(n−1)).

我们得到了一个该行列式的因式分解, 而每个因子都是一次的, 故不可约.

8. 若 n = 1, 设 A = (a), 则 A∗ = (1), 所以 det(A∗) = 1 = det(A)0. 下设 n ≥
2. 若 A = 0, 则 A∗ = 0, 从而 det(A∗) = 0 = det(A)n−1. 若 A 6= 0 且不可逆,
则 AA∗ = det(A)In = 0. 于是得到 A∗ 也不可逆, 否则等式两边乘以 (A∗)−1 得到
A = 0, 矛盾！故 det(A∗) = 0 = det(A)n−1. 若 A 可逆, 则由 AA∗ = det(A)In 知
det(A) det(A∗) = det(det(A)In) = det(A)n, 而 det(A) 6= 0, 故 det(A∗) = det(A)n−1.

9. 我们先说明：对于固定的 i, 函数 j →
(
j
i

)
是一个首项系数为 1/i! 的 i 次多项式. 这

是因为
(
j
i

)
= j(j−1)···j−i+1

i!
(注意此式对 0 ≤ j ≤ i − 1 仍然成立, 此时等式两边为 0.)

我们记 Pi(x) =
x(x−1)···x−i+1

i!
. 由归纳法我们可以证明存在系数 cij , 0 ≤ j ≤ i− 1 使得

1
i!
xi = Pi(x) + ci,i−1Pi−1(x) + · · ·+ ci,0P0(x). 所求行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P0(0) P0(1) · · · P0(k − 2) P0(k) · · · P0(n+ 1)

P1(0) P1(1) · · · P1(k − 2) P1(k) · · · P1(n+ 1)
...

... . . . ...
... . . . ...

Pn(0) Pn(1) · · · Pn(k − 2) Pn(k) · · · P1(n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
我们从下到上把第 j 行乘以系数 cij 加到第 i 行上去, 得到行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1 · · · 1

0 1 · · · k − 2 k · · · n+ 1
...

... . . . ...
... . . . ...

0 1/n! · · · (k − 2)n/n! kn/n! · · · (n+ 1)n/n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
由第 5 问知它等于

Π0≤i<j≤n+1,i,j ̸=k−1(j − i)
Π1≤i≤ni!
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由于
Π1≤i≤n+1i!

Π0≤i<j≤n+1(j − i)
= 1

故可将它乘到上一式中并消去相同的项, 得到

(n+ 1)!

Π0≤i<j≤n+1,i=k−1(j − i)Π0≤i<j≤n+1,j=k−1(j − i)
=

(n+ 1)!

(n+ 1− (k − 1))!(k − 1)!
=

(
n+ 1

k − 1

)
.

习题 5.4. 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明

det(Im +AB) = det(In +BA).

证明. 我们考虑矩阵
(
Im A

−B In

)
. 用 Im 消去左下角的 −B 知其行列式为 det(In +BA), 用

In 消去右上角的 A 知其行列式为 det(Im +AB), 故二者相等.

习题 5.5. 计算下列行列式。 ∣∣∣∣∣2 3

1 4

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣−1 5

2 0

∣∣∣∣∣ .
习题 5.6. 计算 ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3

0 1 4

5 6 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
习题 5.7. 设

A =

(
1 2

3 6

)
.

用行列式判断 A 是否可逆，并说明对应的线性方程组可能出现什么情况。

习题 5.8. 求由向量 u = (2, 1) 与 v = (1, 3) 张成的平行四边形面积。

习题 5.9. 用克拉默法则解方程组 2x+ y = 5,

x− y = 1.

习题 5.10. 如果 A 是 3× 3 矩阵，且 detA = 4，求 det(2A) 与 det(A−1)。

习题 5.11. 设 A 是 n× n 矩阵。若 A 的两行相同，说明为什么 detA = 0。
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5.5.2 思考题

习题 5.12. Mn(R) 是实数域上的 n 阶方阵的集合. Φ : Mn(R)→ R 是一个映射, 满足以下
条件

(1) Φ(AB) = Φ(A)Φ(B), ∀A,B ∈Mn(R);

(2) 对任意上三角矩阵 A ∈Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积;

(3) 对任意下三角矩阵 A ∈Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积.

1. 证明: Φ(A) = |A|, ∀A ∈Mn(R).

2. 如果 Φ 只满足条件 (a) 和 (b), 结论是否成立? 请证明.

习题 5.13 (Hopf 迹公式). 考虑一串线性映射

· · · dn+1−−−→ Vn
dn−→ Vn−1

dn−1−−−→ Vn−2
dn−2−−−→ · · ·

其中 Vk 都是有限维 R-向量空间, 并且对任何 k ∈ Z, dk−1 ◦ dk = 0.

• 记 Zk = ker dk, Bk = im dk+1,证明 Bk 是 Zk 的子空间,由此定义商空间 Hk = Zk/Bk.

• 设 {fn : Vn → Vn}n∈Z 是一串线性映射, 满足对任何 n, dn◦fn = fn−1◦dn, 则 fn(Zn) ⊂
Zn, fn(Bn) ⊂ Bn.

• 利用商空间的性质说明, fn 诱导了线性映射 fn∗ : Hn → Hn, 使得如下图表交换:

Zn Zn

Hn Hn

fn

πn πn

fn∗

其中 πn : Zn → Hn = Zn/Bn 是商空间的投影映射.

• (Hopf 迹公式) 设对某个 N ∈ Z+, 当 |n| > N 时, Vn = 0. 证明∑
n∈Z

(−1)n tr(fn : Vn → Vn) =
∑
n∈Z

(−1)n tr(fn∗ : Hn → Hn).

注意这里操作的实际上是有限和, 不涉及级数收敛问题.

• 假设所有的 fn 都可逆, 且对某个 N ∈ Z+, 当 |n| > N 时, Vn = 0. 请证明

Πn∈Z(det(fn : Vn → Vn))
(−1)n = Πn∈Z(det(fn∗ : Hn → Hn))

(−1)n .

注意这里零维向量空间的线性变换的 det 定义为 1, 以上操作的实际上是有限乘积, 不
涉及级数收敛问题.
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证明. 若 x ∈ Bk 则 x = dk+1(y), 又因为 dk ◦ dk+1 = 0 我们有 dk(x) = dk ◦ dk+1(y) = 0,
因此 Bk ⊂ Zk. 先证明 fn(Zn) ⊂ Zn, 若 dn(x) = 0 则 dn(fn(x)) = fn(dn(x)) = 0; 再
证明 fn(Bn) ⊂ Bn, 若 x = dn+1(y) 则 fn(x) = dn+1(fn(y)). 利用商的万有性质可得映射
fn : Hn → Hn 以及交换性.
由于 Bn ⊂ Zn ⊂ Vn 都是 fn 不变线性空间, 因此 tr(fn;Vn) = tr(fn;Bn)+ tr(fn;Hn)+

tr(fn;Vn/Zn). 我们断言 tr(fn−1;Bn−1) = tr(fn;Vn/Zn), 而这个式子不难推出 Hopf 迹公
式. 事实上根据第一同构定理 d̃n : Vn/Zn → Bn−1 是线性空间的同构, 且 d̃ ◦ f = f ◦ d̃ 从而
得到断言.

习题 5.14. 记 w = e−
2πi
N . 证明矩阵

W =
1√
N



1 1 1 1 · · · 1

1 ω ω2 ω3 · · · ωN−1

1 ω2 ω4 ω6 · · · ω2(N−1)

1 ω3 ω6 ω9 · · · ω3(N−1)

...
...

...
... . . . ...

1 ωN−1 ω2(N−1) ω3(N−1) · · · ω(N−1)(N−1)


可逆, 并求 W−1.

证明. 由 Van der monde 行列式的计算得矩阵可逆. W (w)W (w−1) = I

习题 5.15 (伴随矩阵的特征值). 设 A 是 n 阶复矩阵，λ1, . . . , λn 是 A 的全部特征值（含
重数）。令 A∗ 表示 A 的伴随矩阵，满足 AA∗ = A∗A = (detA)In。求 A∗ 的全部特征值，
并证明结论。

习题 5.16 (伴随矩阵的秩). 假设 n 阶方阵 A 的秩为 r，A∗ 表示 A 的伴随矩阵。求 A∗ 的
秩，并证明：

1. 若 rank(A) = n，则 rank(A∗) = n；

2. 若 rank(A) = n− 1，则 rank(A∗) = 1；

3. 若 rank(A) ≤ n− 2，则 A∗ = O。

习题 5.17 (幂和行列式与 Vandermonde 变体). 设 sk = λk
1 + λk

2 + · · · + λk
n，k = 1, 2, . . .。

求证： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n s1 s2 · · · sn−1

s1 s2 s3 · · · sn
...

...
... . . . ...

sn−1 sn sn+1 · · · s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(λi − λj)
2.
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习题 5.18 (Cauchy行列式与 Hilbert矩阵). 设 x1, . . . , xn 与 y1, . . . , yn 为实数，且 xi+yj 6=
0。令 Mij =

1
xi+yj

。

1. 证明 Cauchy 行列式公式：

detM =

∏
1≤i<j≤n(xj − xi)(yj − yi)∏n

i,j=1(xi + yj)
.

2. n 阶 Hilbert 矩阵 Hn 定义为 (Hn)ij =
1

i+j−1。利用第 (1) 问求 detHn。

习题 5.19 (Sylvester 恒等式与矩阵行列式引理). 设 A ∈ Rn×n 可逆，u, v ∈ Rn 为列向量。

1. 对 U ∈ Rm×n、V ∈ Rn×m，证明 det(Im + UV ) = det(In + V U)。

2. 证明矩阵行列式引理：

det(A+ uvT ) = det(A)(1 + vTA−1u).

3. 给出 A+ uvT 可逆的充要条件，并说明如何快速计算 (A+ uvT )−1。

习题 5.20 (三对角 Toeplitz 行列式). 设

Dn(a, b) = det



a b 0 · · · 0

b a b
. . . ...

0 b a
. . . 0

... . . . . . . . . . b

0 · · · 0 b a


.

求 Dn(a, b) 关于 a 和 b 的表达式。

习题 5.21 (严格对角占优矩阵的行列式). 假设实方阵 A = (aij) 满足对每个 1 ≤ i ≤ n 都
有

aii >
∑
j ̸=i

|aij |.

证明：detA > 0。

习题 5.22 (矩阵行列式的微积分). 设 X(t) 是 n× n 矩阵值函数，每个元素都关于 t 可微。

1. 证明：
d

dt
det(In + tA)

∣∣∣∣
t=0

= tr(A).

2. 若 X(t0) 可逆，证明 Jacobi 公式：

d

dt
detX(t)

∣∣∣∣
t=t0

= detX(t0) tr
(
X(t0)

−1X ′(t0)
)
.
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6 选读: 域上的线性空间

选学说明

本章把前面在 R 上建立的线性代数推广到一般域. 教材主线仍然以实数域 R 和复数
域 C 上的线性空间为主; 有限域、域扩张和有理函数域可以作为拓展阅读, 初学时可
先掌握例子和结论的直观意义.

回顾前面几章的内容,我们发展了线性方程组、线性空间、线性映射和行列式的理论. 这
些理论的基础工具——高斯消元、基与维数定理、秩–零化度定理、行列式的多线性性——
都只用到了系数之间的加、减、乘、除四则运算.
更准确地说, 考虑线性方程组 Ax = b. 如果系数矩阵 A 和右端 b 的元素都是有理数,

那么高斯消元的每一步——用一行减去另一行的倍数, 或用主元的倒数来归一化——都只产
生有理数. 因此行最简形 rref(A, b) 的元素仍然是有理数, 解 (如果存在的话) 也可以取有理
数. 换言之, 高斯消元不需要开根号、取极限等超出四则运算的操作.
这个观察给我们的启示是: 只要有一个集合 F, 其中的元素可以做加减乘除, 并且这些

运算满足我们习以为常的基本法则 (交换律、结合律、分配律), 那么前面关于线性方程组、
线性空间、线性映射和行列式的主要理论都可以搬到 F 上来. 这样的集合 F 称为域(field).
为什么要关心 R 以外的域? 至少有以下两个原因:

• 复数域 C: 在之后我们研究矩阵的特征值时, 实系数矩阵的特征多项式可能没有实数根,

例如旋转矩阵

(
0 −1
1 0

)
的特征值 ±

√
−1 不在 R 中. 为了使每个矩阵都有特征值, 我们

常常需要在 C 上工作——这将是第88章中特征值理论的核心主题之一.

• 有限域 Fq: 在编码理论和密码学中, 核心对象是只有有限个元素的域 (如 F2 = {0, 1}) 上
的线性空间. 有限域不仅有直接的应用价值, 还提供了令人意外的计数工具: 在 §6.66.6中, 我
们将用有限域上的线性代数对第 1 章选读内容中的庞加莱多项式 (定理1.101.10) 给出一个全
新的、更加自然的证明.

6.1 域

定义 6.1. 一个集合 F 被称为一个域 (field), 如果其上拥有如下两种运算:

(1) 加法: +: F× F→ F, (a, b) 7→ a+ b;

(2) 乘法: × : F× F→ F, (a, b) 7→ ab.

并且满足:

• 存在 0F, 1F ∈ F(0F 6= 1F), 使得任取 m ∈ F 有 0F +m = m, 1F ·m = m;
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• 任取 m ∈ F, 存在 −m ∈ F 使得 m+ (−m) = 0F;

• 任取 0F 6= m ∈ F, 存在 m−1 ∈ F 使得 mm−1 = 1F;

• 任取 a, b, c ∈ F, 有如下结合律, 交换律和分配律:

(i) a+ b = b+ a, (a+ b) + c = a+ (b+ c);

(ii) ab = ba, (ab)c = a(bc);

(iii) (a+ b)c = ac+ bc, c(a+ b) = ca+ cb.

读者会发现, 域的公理恰好是我们在前面章节中对系数做四则运算时所使用的全部性
质. 前面关于线性空间和线性映射的每一个证明, 都可以逐字搬到以任意域 F 为系数的情
形.

例 6.1. 实数 R, 有理数 Q, 复数 C 都是域. 整数 Z 不是域, 因为非零整数 (除 ±1 外) 没有
整数乘法逆元, 例如 2 在 Z 中没有逆元.

例 6.2 (用 R2 构造复数). 在 R2 上定义

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b)× (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

直接验证可知上述运算满足域的全部公理. 其中 0F = (0, 0), 1F = (1, 0). 任取 (a, b) ∈ R2,
有 −(a, b) = (−a,−b). 对于 (a, b) 6= (0, 0), 有

(a, b)−1 =

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
.

这实际上用 R2 构造了复数域 C: (a, b) 对应于 a+
√
−1 b, 乘法规则正是 (a+ bi)(c+ di) =

(ac− bd) + (ad+ bc)i.

例 6.3 (有限域 Fp). 有限域是只含有限多个元素的域. 最基本的有限域是素数阶有限域 Fp.
对于素数 p, 考虑集合 Fp = {0, 1, 2, . . . , p− 1}(即整数模 p 的剩余类), 加法和乘法定义为模
p 的运算. 例如:
当 p = 2 时, F2 = {0, 1}, 其运算表为:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

× 0 1
0 0 0
1 0 1

这里 1 + 1 = 0(因为 2 ≡ 0 (mod 2)). F2 是最小的域, 在编码理论中有着核心地位.
当 p = 3 时, F3 = {0, 1, 2}, 注意 2 + 1 = 0(即 3 ≡ 0 (mod 3)), 2 · 2 = 1(即 4 ≡ 1

(mod 3), 所以 2−1 = 2).
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一般地, Fp 之所以是域, 关键在于 p 是素数: 对于 0 6= a ∈ Fp, 由 gcd(a, p) = 1 知存在
整数 s, t使得 sa+tp = 1,从而 sa ≡ 1 (mod p),即 a在 Fp中有乘法逆元 s mod p. 如果 p不
是素数,例如 Z/4Z = {0, 1, 2, 3},则 2没有乘法逆元 (因为 2·0 = 0, 2·1 = 2, 2·2 = 0, 2·3 = 2,
没有一个等于 1), 所以 Z/4Z 不是域.

注 6.1 (有限域与纠错码). 有限域最直接的应用之一来自数字通信. 一串 0-1 比特天然
可以看成 Fn

2 中的一个向量, 而 “奇偶校验” 这样的条件本质上就是 F2 上的线性方程组.
Hamming 码以及更一般的线性码都可以表述为某个校验矩阵 H 的零空间. 更进一步, 条形
码、二维码和深空通信中常用的 Reed–Solomon 码则建立在更大有限域上的多项式插值理论
之上. 因而有限域上的线性代数并不是数学家的游戏, 而是现代信息传输与存储技术的核心
语言之一.

命题 6.1 (域中没有零因子). 在域 F 中, 若 ab = 0, 则 a = 0 或 b = 0.

证明. 若 a 6= 0, 则 a 有乘法逆元 a−1, 两边乘以 a−1 得 b = a−1 · 0 = 0. 此处用到了
a−1 · 0 = 0, 这由分配律推出: a−1 · 0 = a−1(0 + 0) = a−1 · 0 + a−1 · 0, 两边消去即得.

注 6.2. 域中没有零因子这一性质, 正是前面章节中许多论证得以成立的关键. 例如, 在证明
线性无关性时, 我们经常需要从 c · v = 0(c 是域中非零元素) 推出 v = 0, 这在有零因子的集
合 (如 Z/4Z) 中是不成立的.

定义 6.2 (子域). 设 F 是域, K ⊂ F 是一个子集. 如果 K 在 F 的加法和乘法运算下自身也
构成域 (即包含 0, 1, 且对加减乘除封闭), 则称 K 是 F 的子域 (subfield), 也称 F 是 K 的
扩域 (extension field), 记做 K ⊂ F.

例 6.4. 我们有自然的子域链 Q ⊂ R ⊂ C. 此外, Q[
√
−1] = {a + b

√
−1 | a, b ∈ Q} 也是 C

的子域 (读者可在习题中验证).

例 6.5 (四元有限域 F4 的构造). 在例6.26.2中, 我们在 R2 上定义了一种乘法使其成为域 C,
关键的一步是找到一个 “虚数单位”i 满足 i2 = −1, 即 i 是多项式 x2 + 1 的根. 我们
可以对 F2 做完全类似的事情, 但需要注意: 在 F2 中 −1 = 1(因为 1 + 1 = 0), 所以
x2 + 1 = x2 + x+ x+ 1 = (x+ 1)2 已经有根 x = 1, 不能用来构造扩域. 正确的选择是不可
约多项式 x2 +x+1: 代入 x = 0 得 1 6= 0, 代入 x = 1 得 1+1+1 = 1 6= 0, 所以 x2 +x+1

在 F2 中确实没有根.
现在模仿 C 的构造: 在集合 F2

2 = {(a, b) | a, b ∈ F2} 上, 加法按分量进行 (即 F2
2 的标

准加法), 乘法定义为
(a, b) · (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc+ bd),

其中运算均在 F2 中进行. 记 ω = (0, 1), 则

ω2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0 + 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0 + 1 · 1) = (1, 1),
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而 (1, 1) 对应于 1 + ω. 于是 ω2 = ω + 1, 即 ω2 + ω + 1 = 0, 正如所期望的.
由此得到的域 F4 = {0, 1, ω, ω2}(其中 ω2 = 1 + ω) 包含 22 = 4 个元素. 其完整的加法

表和乘法表为:

+ 0 1 ω ω2

0 0 1 ω ω2

1 1 0 ω2 ω

ω ω ω2 0 1

ω2 ω2 ω 1 0

× 0 1 ω ω2

0 0 0 0 0

1 0 1 ω ω2

ω 0 ω ω2 1

ω2 0 ω2 1 ω

注意加法表的特点: 在 F2 中 1 + 1 = 0, 所以每个元素都是自身的加法逆元 (即 −a = a).
乘法表中的关键等式 ω · ω2 = 1 说明 ω−1 = ω2, (ω2)−1 = ω.

F2 通过 a 7→ (a, 0) 自然嵌入 F4, 构成 F4 的子域. 从线性空间的角度看, F4 是 F2 上的
2 维线性空间, {1, ω} 为一组基.

注 6.3. 上述构造的思想可以推广: 只要域 F 上存在一个 n 次不可约多项式 f(x), 就可以
构造一个包含 |F|n 个元素的有限域. 这一构造与后文关于不可约多项式的讨论 (§7.57.5) 密切
相关. 有限域理论中的一个基本定理是: 对于每个素数幂 q = pn, 恰好存在一个 (同构意义
下的)q 元域 Fq; 反之, 有限域的元素个数必为素数幂.

6.2 域上的线性空间

在第33章中, 我们定义了 R-线性空间的概念, 并由此发展了子空间、基、维数和线性映
射的完整理论. 现在我们将 “R” 替换为一般域 “F”:

定义 6.3 (F-线性空间). 设 F是一个域. 一个集合 V 连同两种运算——加法 +: V ×V → V

和数乘 · : F× V → V——被称为 F 上的线性空间 (vector space), 如果满足以下八条公理:
加法公理:

(11) (交换律) 对任意 u, v ∈ V , u+ v = v + u;

(22) (结合律) 对任意 u, v, w ∈ V , (u+ v) + w = u+ (v + w);

(33) (零向量) 存在 0 ∈ V , 使得对任意 v ∈ V , v + 0 = v;

(44) (逆元) 对任意 v ∈ V , 存在 −v ∈ V 使得 v + (−v) = 0.

数乘公理:

(M1) (单位元) 对任意 v ∈ V , 1 · v = v;

(M2) (结合律) 对任意 a, b ∈ F, v ∈ V , (ab) · v = a · (b · v);
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(M3) (分配律 I) 对任意 a ∈ F, u, v ∈ V , a · (u+ v) = a · u+ a · v;

(M4) (分配律 II) 对任意 a, b ∈ F, v ∈ V , (a+ b) · v = a · v + b · v.

注 6.4. 读者可以对比第33章中 R-线性空间的定义: 八条公理完全相同, 唯一的变化是将 “实
数” 替换为 “域 F 中的元素”. 因此, 前面关于线性空间、线性映射和行列式的定理, 只要证
明中仅使用四则运算和域公理, 就可搬到 F-线性空间上. 我们在此列出关键概念以固定符
号:

• F-子空间: W ⊆ V 对 V 的加法和 F-数乘封闭 (参见第33章);

• F-线性无关: v1, . . . , vn ∈ V , 若 c1v1 + · · · + cnvn = 0(ci ∈ F) 蕴含 c1 = · · · = cn = 0(参
见第33章);

• F-基与 F-维数: F-极大线性无关组为 F-基, 基中元素个数为 dimF V (参见第33章).

例 6.6. Fn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ F} 连同逐分量的加法和数乘构成 F-线性空间, dimF Fn =

n. 当 F = R 时即为我们熟悉的 Rn; 当 F = F2 时, Fn
2 恰好包含 2n 个向量. 在编码理论中,

Fn
2 中的子空间被称为线性码 (linear code): 例如 F7

2 中的一个 4 维子空间 C 包含 24 = 16

个码字, 称为 [7, 4] 汉明码 (Hamming code).

例 6.7 (系数限制——同一集合上的不同线性空间结构). 设 F ⊂ K 是域的扩张. 任何 K-线
性空间 V 自然地也是 F-线性空间, 只需将数乘限制在 F ⊂ K 上. 但 F-维数通常大于 K-维
数. 例如:

(1) C 是 C-线性空间, dimC C = 1(基为 {1}). 但 C 也是 R-线性空间, dimR C = 2(基为
{1, i}).

(2) Cn 作为 C-空间的维数是 n, 但作为 R-空间的维数是 2n.

(3) F4 = F2[ω] 作为 F2-线性空间的维数是 2(基为 {1, ω}), 但 dimF4
F4 = 1.

这种 “同一集合, 不同域, 不同维数” 的现象, 是推广到一般域之后才出现的新特征, 也正是
域扩张理论的出发点.

例 6.8 (多项式空间). 设 F 为域, F[x] 为 F 上的多项式全体. 与 R[x] 完全类似, F[x] 是无
穷维 F-线性空间, 基为 {1, x, x2, . . . }. 其中次数不超过 n 的多项式构成 F[x] 的 (n+ 1) 维
子空间 F≤n[x].

6.3 域扩张与维数的乘法公式

本小节讨论当域发生扩张时, 线性空间的维数如何变化. 这是理解例如 Q ⊂ R ⊂ C 这
类包含链的关键工具.
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定义 6.4. 设 K ⊆ E 是域扩张 (field extension), 即 K 是 E 的子域. 若 V 是一个 E-线性
空间, 则称 V 同时为约化到K 的 K-线性空间, 操作由 K ⊂ E 中的元素天然作用定义. 这
种过程叫做系数的限制 (restriction of scalars).

下面是维数乘法公式的基本形式.

定理 6.1 (维数的乘法公式). 设 K ⊆ E 为域扩张. 令 V 为有限维的 E-线性空间. 则视为
K-线性空间时有

dimK V = (dimK E) · (dimE V ).

证明. 选取 {e1, . . . , em}为 V 作为 E-线性空间的一组基,选取 {α1, . . . , αn}为 E作为 K-线
性空间的一组基 (即 dimK E = n). 我们断言集合

{αpeq | 1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ q ≤ m}

是 V 作为 K-线性空间的基. 首先任取 v ∈ V , 由 {eq} 为 E-基, 存在 βq ∈ E 使得 v =∑m
q=1 βqeq. 每个 βq 又可以写成 βq =

∑n
p=1 cpqαp(cpq ∈ K), 因此

v =
m∑
q=1

n∑
p=1

cpq(αpeq),

即任意向量都由 {αpeq} 生成. 其次若有线性关系∑
p,q

dpq(αpeq) = 0 (dpq ∈ K),

我们可以将其重写为 ∑
q

(∑
p

dpqαp

)
eq = 0.

因为 {eq} 在 E 上线性无关, 故对每个 q 有
∑

p dpqαp = 0 在 E 中成立. 又 {αp} 在 K 上线
性无关, 从而每个 dpq = 0. 因此 {αpeq} 线性无关, 从而是基, 基数即为 nm. 证毕.

注 6.5. 上述证明完全代数化: 唯一需要的是 E 作为 K-向量空间是有限维的. 在常见例子
中 (例如 Q ⊂ R ⊂ C), 我们经常只在有限扩张 (如 Q(

√
2)) 情形下应用此定理.

6.4 复数结构与实线性变换

当域扩张 R ⊂ E 满足 dimR E = 2 时, 可以从中提取出 “复数结构”——即一个平方为
−1 的线性变换. 这一观点将复数乘法与旋转矩阵联系起来.

命题 6.2. 设 E ⊃ R 为域扩张且 dimR E = 2. 则存在 α ∈ E 使得 {1, α} 为 E 的 R-基, 并
且 α2 = −1. 从而 E ∼= C.
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证明. 取任意 β ∈ E \ R, 则 {1, β} 为 R-基. 因为 1, β, β2 三个元素在 2 维实线性空间中必
线性相关, 故存在实数 s, t 使得

β2 + sβ + t = 0.

这个二次多项式在 R 上没有根; 否则 β 会等于某个实数, 与 β /∈ R 矛盾. 因此它的判别式
∆ = s2 − 4t < 0, 即 4t− s2 > 0. 令

α =
2β + s√
4t− s2

.

由 β2+ sβ+ t = 0可得 (2β+ s)2 = s2−4t, 从而 α2 = −1. 于是 {1, α}仍为 E的一组 R-基,
并且映射

C→ E, a+ bi 7→ a+ bα

保持加法和乘法, 因而是域同构.

有了这一命题, 设 V 为 E-向量空间 (其中 E ∼= C). 将 V 视为 R-向量空间, 则 “乘以 α”
定义了一个 R-线性变换 Tα(v) = α · v, 满足 T 2

α = −Id. 我们称 Tα 为 V 上的复数结构.

例 6.9 (复数乘法的矩阵表示). 取 V = C, α = i, R-基 {1, i}. 对 z = a+ bi ∈ C, “乘以 z”
的映射 Mz : C→ C 在此基下的矩阵为

[Mz] =

(
a −b
b a

)
.

特别地, [Mi] =

(
0 −1
1 0

)
满足 [Mi]

2 = −I2, 这正是平面上逆时针旋转 90° 的矩阵.

注 6.6. 反过来, 若 T : V → V 是有限维 R-向量空间上的线性变换满足 T 2 = −Id, 则可以
定义 C-数乘 (a + bi) · v = av + bT (v) 使 V 成为 C-向量空间. 因此复数结构等价于满足
T 2 = −Id 的实线性算子. 特别地, 这要求 dimR V 为偶数 (习题6.106.10).

6.5 选读: 代数数与多项式商空间 ∗

选学背景

本小节解释如何用多项式商空间构造新的数系, 是“域扩张”的第一眼图像. 高中友
好主线只需要熟悉 R,C 上的向量空间; 若还不熟悉多项式整除和不可约多项式, 可以
先跳到下一节主线内容.

本小节是选学内容, 将域扩张与多项式的商空间联系起来.

定义 6.5. 设 K 为域, E ⊃ K 为扩域. 元素 α ∈ E 称为K 上的代数元 (algebraic over K),
若存在非零多项式 f(x) ∈ K[x] 使得 f(α) = 0. 否则称 α 为K 上的超越元 (transcendental
over K).
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例 6.10.
√
2 是 Q 上的代数元 (x2 − 2 的根); i 是 R 上的代数元 (x2 + 1 的根); π 和 e 是

Q 上的超越元.

若 α 是 K 上的代数元, 则在所有满足 f(α) = 0 的首一多项式中, 次数最小者称为最小
多项式 (minimal polynomial), 记为 mα,K(x). 它必定不可约77(否则可以分解为次数更低的
因子, 由域中无零因子可推出矛盾). 设 n = degmα,K , 则:

• {1, α, α2, . . . , αn−1} 是 K(α) 作为 K-向量空间的基, dimK K(α) = n.

• K(α) ∼= K[x]/(mα,K(x))(通过赋值映射 g(x) 7→ g(α) 和第一同构定理).

在基 {1, α, . . . , αn−1} 下, “乘以 α” 的矩阵称为友阵 (companion matrix):

C(m) =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
... . . . ...
0 0 · · · 1 −an−1


,

其中 m(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0. 友阵的特征多项式恰为 m(x).

例 6.11. α =
√
2, m(x) = x2 − 2, 友阵 C =

(
0 2

1 0

)
, 特征多项式 x2 − 2.

注 6.7. 这一理论统一了前面的构造:

• 例6.26.2中用 R2 构造 C: 这是 R[x]/(x2 + 1), 其中 i 对应 x̄.

• 例6.56.5中 F4 的构造: 这是 F2[x]/(x
2 + x+ 1), 其中 ω 对应 x̄.

6.6 选读: 有限域上的 Grassmannian 计数 ∗

选学背景

这里把有限域和子空间计数结合起来, 是组合数学和代数几何的拓展入口. 它可以帮
助理解为什么高斯二项式系数自然出现, 但不影响本章关于“域上线性空间”的主线.

在第 1 章的选学内容中, 我们通过最简行阶梯型将格拉斯曼流形 G(k, n) 分解为舒伯特
胞腔, 并证明了其庞加莱多项式为 q-二项式系数 (定理1.101.10):

Pk,n(t) =

(
n

k

)
t

.

7关于不可约多项式的严格定义参见定义7.57.5.
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现在有了有限域的工具,我们可以给出这一公式的另一种理解: 将 t替换为素数幂 p, Pk,n(p)

恰好等于 Fn
p 中 k 维子空间的个数. 这种 “有限域计数” 方法在代数几何中被称为 Weil 的

“动机”(motives) 思想的雏形.

设 p 为素数, Fp 为 p 元有限域. 记 G(k, n;Fp) 为 Fn
p 中所有 k 维子空间的集合 (有限

域上的格拉斯曼流形). 我们来计算 #G(k, n;Fp).

引理 6.1. Fn
p 中 m 个线性无关向量组成的有序组(v1, . . . , vm) 的个数为

m−1∏
k=0

(pn − pk).

证明. 逐步选取:

• v1: 任意非零向量, 有 pn − 1 种选择.

• v2: 不能落在 span(v1)中. 由于 span(v1)是 1维子空间, 含 p个向量, 故有 pn−p种选择.

• vj : 不能落在 span(v1, . . . , vj−1) 中. 这是一个 (j − 1) 维子空间, 含 pj−1 个向量, 故有
pn − pj−1 种选择.

各步的选择互不影响, 相乘即得.

推论 6.1. 一般线性群 GL(m,Fp) 的阶为

# GL(m,Fp) =
m−1∏
k=0

(pm − pk).

证明. 可逆矩阵 A ∈ GL(m,Fp) 的列向量 (v1, . . . , vm) 恰好构成 Fm
p 中 m 个线性无关向量

的有序组, 由引理6.16.1(取 n = m) 即得.

定理 6.2 (有限域上的 Grassmannian 计数).

#G(k, n;Fp) =

k−1∏
j=0

(pn − pj)

k−1∏
j=0

(pk − pj)
=

(
n

k

)
p

.

证明. 考虑将 k 维子空间 W 表示为某个秩为 k 的 k × n 矩阵 B 的行空间. W 的所有有序
基 (w1, . . . , wk) 的个数等于 # GL(k,Fp), 因为基之间通过可逆矩阵相互转化.
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由引理6.16.1, Fn
p 中 k 个线性无关向量的有序组共有

k−1∏
j=0

(pn − pj) 个. 每 # GL(k,Fp) 个

有序组对应同一个 k 维子空间, 因此

#G(k, n;Fp) =

k−1∏
j=0

(pn − pj)

k−1∏
j=0

(pk − pj)
.

最后验证这等于 q-二项式系数在 q = p 处的值:

(
n

k

)
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
=

n∏
i=1

(qi − 1)

k∏
i=1

(qi − 1) ·
n−k∏
i=1

(qi − 1)

.

而
k−1∏
j=0

(pn − pj)

k−1∏
j=0

(pk − pj)
=

k−1∏
j=0

pn − pj

pk − pj
=

k−1∏
j=0

pj(pn−j − 1)

pj(pk−j − 1)
=

k−1∏
j=0

pn−j − 1

pk−j − 1
=

n∏
i=n−k+1

(pi − 1)

k∏
i=1

(pi − 1)

=

(
n

k

)
p

.

例 6.12. 取 p = 2, 计算 F3
2 中 1 维子空间的个数 (即 F2 上的射影平面):

#G(1, 3;F2) =
23 − 1

21 − 1
= 7.

这 7 条 “直线”(每条含 21 = 2 个点: 零向量和一个非零向量) 恰好对应 F3
2 中的 7 个非零向

量.
庞加莱多项式在 t = 2 处的值: P1,3(2) = 22 + 2 + 1 = 7, 与计数结果一致.

注 6.8. 定理6.26.2给出了定理1.101.10中 q-二项式系数的一种新的组合解释: 格拉斯曼流形 G(k, n)

的舒伯特胞腔分解和庞加莱多项式, 恰好编码了有限域上子空间的计数信息. 具体而言, 将
庞加莱多项式 Pk,n(t) 在 t = p 处取值, 得到的正是 Fn

p 中 k 维子空间的个数. 由于 p 可以
取无穷多个素数，而两个有理数域上的多项式在无穷多个不同的数上取值相等等价于这两
个多项式相等，所以这个观察也给出来定理1.101.10的一个新的证明.
这一现象并非巧合. 在代数几何中, 格拉斯曼流形 G(k, n) 是一个光滑射影簇, 其在

有限域 Fq 上的有理点个数恰好由庞加莱多项式 Pk,n(q) 给出. Weil 猜想 (已由 Dwork,
Grothendieck 和 Deligne 证明) 指出, 对于一大类代数簇, 有理点个数与拓扑不变量 (如
Betti 数) 之间存在深刻的联系.
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6.7 选读: 微扰法的代数化: 有理函数域方法 ∗

选学背景

这一节用有理函数域把“取一个很小的扰动再令其趋于零”的想法改写成纯代数证
明. 它适合想理解“为什么某些实数证明能推广到任意域”的读者; 初学时可先将其
看作处理不可逆矩阵的一种高级技巧.

在第55章中, 我们证明分块矩阵的行列式公式 (命题5.45.4) 时使用了 “微扰法”: 先对 A 可
逆的情形进行计算, 再用 A + λI 替换 A, 最后令 λ → 0. 这个极限论证依赖于实数的连续
性, 但我们在本章已经看到, 行列式的定义和基本性质 (多线性性、反对称性) 对任意域 F 上
的矩阵都成立. 一个自然的问题是:

在 F2 或 Fp 等有限域上, “λ→ 0” 没有意义,
分块矩阵的行列式公式还成立吗?

答案是肯定的. 关键思想是: 用有理函数域替代极限论证. 具体而言, 我们不再把 λ 当
成一个 “趋于 0 的实数”, 而是把它当成一个形式变量 (indeterminate), 在更大的域——有理
函数域 F(λ)——上进行运算.

定义 6.6. 设 F 为域. F 上的有理函数域 (field of rational functions)定义为

F(λ) :=
{
f(λ)

g(λ)

∣∣∣∣ f, g ∈ F[λ], g 6= 0

}
,

其中两个分式 f1
g1
与 f2

g2
被视为相等当且仅当 f1g2 = f2g1(作为 F[λ] 中的多项式). F(λ) 在

通常的分式加法和乘法下构成域, 且 F ⊂ F[λ] ⊂ F(λ).

有了有理函数域, 微扰法的代数化可以表述如下.

命题 6.3 (多项式恒等式原则). 设 F 为域, p(λ), q(λ) ∈ F[λ] 为两个多项式. 若存在无穷多
个 λ0 ∈ F 使得 p(λ0) = q(λ0), 则 p = q(作为 F[λ] 中的多项式).

特别地, 若 F是无穷域 (如 Q, R, C或 F(λ)本身), 则对所有 λ0 ∈ F都有 p(λ0) = q(λ0)

蕴含 p = q.

证明. h = p − q 是一个多项式, 且有无穷多个根, 但非零多项式的根的个数不超过其次数
(推论7.27.2). 因此 h = 0.

注 6.9. 对于有限域 Fp, 多项式 λp − λ 在 Fp 中有 p 个根 (即 Fp 的所有元素), 但它不是零
多项式. 因此上述命题的 “对所有 λ0 ∈ F” 在有限域上并不直接适用. 但我们可以绕开这个
困难: 在 F[λ] 中, 如果两个多项式作为形式多项式相等 (即各次系数都相等), 那么它们在任
何域的任何点上取值都相等. 这正是下面定理所利用的关键.
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现在我们给出分块矩阵行列式公式的纯代数证明.

定理 6.3 (一般域上的分块行列式公式). 设 F 为任意域, A,B,C,D ∈Mn(F), 且 AC = CA.
则

det
(
A B

C D

)
= det(AD − CB).

证明. 引入形式变量 λ, 考虑有理函数域 F(λ) 上的矩阵 Aλ := A+ λIn ∈Mn(F(λ)).
第一步: Aλ 在 F(λ) 上可逆. detAλ = det(A+ λIn) 是 λ 的 n 次首一多项式 (系数在

F 中), 作为 F[λ] 中的元素它不是零多项式 (因为最高次项为 λn), 因此 detAλ 6= 0, 即 Aλ 在
F(λ) 上可逆. 进一步, A−1λ = 1

det Aλ
A∗λ, 其元素都在 F(λ) 中.

第二步: 在 F(λ) 上做消元. 由于 Aλ 可逆, 可以进行分块消元:(
I 0

−CA−1λ I

)(
Aλ B

C D

)
=

(
Aλ B

0 D − CA−1λ B

)
.

对两边取行列式:

det
(
Aλ B

C D

)
= det(Aλ) · det(D − CA−1λ B).

由于 AC = CA, 而 Aλ = A + λI 显然与 C 交换 (因为 A 和 I 都与 C 交换), 从而
AλC = CAλ, 进而 CA−1λ = A−1λ C(两边左乘 A−1λ 右乘 A−1λ ). 于是:

det(Aλ) · det(D −A−1λ CB) = det(Aλ(D −A−1λ CB)) = det(AλD − CB).

因此

det
(
Aλ B

C D

)
= det(AλD − CB). (8)

第三步: 从 F(λ) 回到 F. 将 Aλ = A+ λI 代入 (88) 的两边, 展开后都是 F[λ] 中的多项
式 (因为行列式是矩阵元素的多项式表达式). 因此 (88) 是 F[λ] 中的多项式恒等式, 各次系数
完全相同. 令 λ = 0(即在 F[λ] 中做代入, 而非取极限), 得到

det
(
A B

C D

)
= det(AD − CB).

注 6.10. 让我们比较一下实数域上的微扰法与代数化方法的异同:

• 经典微扰法 (F = R): 用 A+λI 替换 A, 在 R 上对足够小的 λ 6= 0 验证等式, 再令 λ→ 0

取极限. 需要用到实数的拓扑性质 (连续性), 也需要知道 det(A+ λI) 6= 0 至多只有有限
个例外.
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• 代数化方法 (任意 F): 在 F(λ) 上验证等式, 再注意到两边是 F[λ] 中的多项式恒等式, 令
λ = 0 做代入. 整个过程只用到域的代数性质, 不涉及拓扑或极限.

第二种方法的核心洞察是: F[λ] 中 “各项系数相等” 能推出 “对所有 λ 成立”, 而关于前者的
等式可以将 F[λ] 放在域 F(λ) 中验证. 此时 F(λ) 是域，我们可以用前面章节中发展的线性
代数工具来处理. 这一方法是代数学中的标准技巧, 有时也称为 “泛系数方法” 或 “一般位
置论证”.

这一方法有着广泛的适用性. 作为一个示例, 我们再用它来证明矩阵乘法的行列式公式.

例 6.13 (行列式乘法公式的另一种证明). 设 F 为任意域, A,B ∈ Mn(F). 我们用有理函数
域方法重新证明 det(AB) = detA · detB.
在 F(λ) 上, 令 Aλ = A+ λI. 由第一步的论证, Aλ 可逆. 考虑恒等式

AλB = Aλ ·B,

取行列式: det(AλB) = det(Aλ) det(B). 这里左边的等式对可逆矩阵是容易证明的88. 两边
都是 λ 的多项式, 令 λ = 0 得到 det(AB) = det(A) det(B).

注 6.11. 更一般地, 代数化方法的哲学可以这样概括: 设 f(a1, . . . , aN ) 和 g(a1, . . . , aN ) 是
矩阵元素 a1, . . . , aN 的两个多项式表达式, 它们定义了 FN 到 F 的多项式映射. 如果在某个
无穷域 (比如 R 或 C) 上已经知道 f = g, 那么作为多元多项式它们的系数完全相同. 由于
多项式的系数只涉及整数运算 (加法和乘法), 因此 f = g 在任何域上都成立. 这就是为什么
§4 中所有关于行列式的公式 (Laplace 展开、Cauchy–Binet 公式、det(AB) = detAdetB
等) 自动对任意域成立.

6.8 习题

6.8.1 练习题

习题 6.1 (最简单的奇偶校验码). 在 F2 上考虑集合

C = {(x1, x2, x3, x4) ∈ F4
2 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0}.

1. 证明 C 是 F4
2 的子空间.

2. 求 C 的维数和一组基.

3. 解释为什么 C 中的向量可以检测一位传输错误, 但不能总是纠正错误.

习题 6.2 (域的基本性质). 利用域 F 的运算公理证明: 对任意 a ∈ F, 0 · a = 0.
8对可逆矩阵 A, 将 A 分解为初等矩阵的乘积, 再逐步使用行列式在初等行变换下的性质即可.
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习题 6.3. 证明域中不存在零因子, 即若 ab = 0 则 a = 0 或 b = 0. (提示: 若 a 6= 0, 两边乘
a−1.)

习题 6.4. 验证 Q[
√
−1] = {a + b

√
−1 | a, b ∈ Q} 作为 C 的子集, 在 C 的乘法和加法下构

成域. 求 dimQ Q[
√
−1].

习题 6.5. 验证 Q[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q} 构成域, 并写出 (1 +

√
2)−1. 求 dimQ Q[

√
2].

习题 6.6 (构造 F4). 在 F2 上, 多项式 x2 + x+ 1 没有根 (验证之). 在 F2
2 上定义加法为逐

分量加法, 乘法为
(a, b) · (c, d) = (ac+ bd, ad+ bc+ bd),

其中运算在 F2 中进行. 令 ω = (0, 1).

1. 验证上述运算使 F2
2 成为域 (记为 F4), 并写出完整的乘法表.

2. 验证 ω2 = ω + 1(即 ω2 + ω + 1 = 0).

3. 证明 F4
∼= F2[x]/(x

2 + x+ 1).

习题 6.7 (Fp 中 x2 + 1 何时有根). 对于素数 p, 证明 x2 + 1 = 0 在 Fp 中有解当且仅当
p = 2 或 p ≡ 1 (mod 4). (提示: 考虑 F×p 的阶和元素的阶.)

习题 6.8 (多项式商空间与友阵). 设 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ F[x], 其中 an 6= 0, F

为域. 令 V = F[x]/(f(x)).

1. 求 V 的一组 F-基, 并计算 dimF V .

2. 定义线性变换 T : V → V , g(x) 7→ x · g(x). 求 T 在所选基下的矩阵表示, 并验证它是
f(x) 的友阵 (经适当归一化后).

习题 6.9 (系数的限制与维数乘法). 设 F ⊂ K 为域扩张.

1. 证明 K 在 F 的数乘下构成 F-线性空间.

2. 设 V 为有限维 K-线性空间. 证明 V 在限制系数到 F后成为 F-线性空间,且 dimF V =

dimFK · dimK V . (参见定理6.16.1.)

3. 设 F = R, dimRK = 2. 证明存在 α ∈ K 使得 {1, α} 为 K 的 R-基且 α2 = −1. (参
见命题6.26.2.)

4. 沿用 (3) 的记号. 证明 Tα(v) = α · v 定义了 V 上的 R-线性变换. 选取一组适当的
R-基写出 Tα 的矩阵, 并证明该矩阵的平方为 −I.

习题 6.10 (T 2 = −I 与偶维数). 设 V 为有限维 R-线性空间, T : V → V 为 R-线性变换满
足 T 2 = −Id.
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1. 证明 dimR V 为偶数. (提示: 计算 det(T 2).)

2. 证明存在 V 的一组 R-基使得 T 的矩阵为 n个

(
0 −1
1 0

)
的直和 (其中 dimR V = 2n).

(提示: 对任意 v 6= 0, 证明 {v, Tv} R-线性无关, 并对 span{v, Tv} 的补空间用归纳
法.)

习题 6.11 (代数数与超越数). 设 α ∈ R, 将 R 视为 Q-线性空间.

1. 证明 α 是无理数当且仅当 1, α 在 Q 上线性无关.

2. 定义 Q[α] = {g(α) | g(x) ∈ Q[x]}. 证明 α 是 Q 上的代数数 (即存在非零 f ∈ Q[x] 使
f(α) = 0) 当且仅当 Q[α] 是 Q 上的有限维线性空间.

3. 若 α 的最小多项式 m(x) ∈ Q[x] 的次数为 n, 求 dimQ Q[α].

习题 6.12 (维数的传递性). 设 F ⊂ K ⊂ E 为域的链, 且 [K : F] 和 [E : K] 均有限. 利用定
理6.16.1证明

[E : F] = [E : K] · [K : F].

并以 Q ⊂ Q(
√
2) ⊂ Q( 4

√
2) 为例验证.

习题 6.13. 把复数 2−3i看成 R上的二维向量。写出它对应的坐标，并计算 (2−3i)+(1+i)

与 (1 + i)(2− 3i)。

习题 6.14. 在复数域 C 上，判断向量组

(1, i), (i,−1)

是否线性无关。

习题 6.15. 把 C 看成 R 上的向量空间。说明 {1, i} 是一组基，并写出 3 − 2i 在这组基下
的坐标。

习题 6.16. 在只有两个元素的域 F2 = {0, 1} 中，规定 1 + 1 = 0。列出 F2
2 中的全部向量。

习题 6.17. 在 F2
2 中，判断向量 (1, 0) 与 (1, 1) 是否线性无关。

6.8.2 思考题

习题 6.18 (有限域上的子空间计数). 1. 计算 #G(1, 4;F2)(即 F4
2 中 1 维子空间的个数).

2. 计算 #G(2, 4;F2),并与 §1中例1.111.11的舒伯特胞腔分解进行对比 (庞加莱多项式 P2,4(t)

在 t = 2 处取值).
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3. 证明 # GL(n,Fp) = p(
n
2)

n∏
k=1

(pk − 1).

习题 6.19 (有理函数域与微扰法). 设 F 为域, A,B ∈Mn(F).

1. 证明 F(λ) 是一个域. (提示: 验证分式的加法和乘法满足域的公理.)

2. 证明 det(A+ λIn) ∈ F[λ] 是 λ 的 n 次首一多项式, 从而 A+ λIn 在 F(λ) 上可逆.

3. 利用有理函数域方法证明 Sylvester 行列式恒等式: 对任意 A ∈ Mm×n(F), B ∈
Mn×m(F), 有

det(Im +AB) = det(In +BA).

(提示: 先在 F(λ) 上证明 det(λIm + AB) = λm−n det(λIn + BA) 当 m ≥ n 时成立,
利用 λIm +AB = λ(Im + λ−1AB) 以及分块矩阵(

λIm A

B In

)

的两种消元方式.)

4. 利用有理函数域方法证明: 对任意 A ∈ Mn(F), 有 det(adj(A)) = (detA)n−1, 其中
adj(A) 是 A 的伴随矩阵. (提示: 先对 A+λIn 可逆的情形利用 A ·adj(A) = (detA)In
两边取行列式, 再利用多项式恒等式原则.)

习题 6.20 (伴随矩阵的乘法公式). 设 F 为任意域, A,B ∈ Mn(F). 利用有理函数域方法证
明

(AB)∗ = B∗A∗.

(提示: 引入形式变量 λ, µ, 令 Aλ = A + λIn, Bµ = B + µIn. 先对 F(λ, µ) 上的可逆矩阵
Aλ, Bµ 利用 A∗λ = (detAλ)A

−1
λ 建立等式 (AλBµ)

∗ = B∗µA
∗
λ, 再注意到两边的矩阵元素都是

λ, µ 的多项式, 从而这是 F[λ, µ] 中的多项式恒等式, 令 λ = µ = 0 即得.)

习题 6.21 (从有限域到有理数的提升). 设 A ∈ Mm×n(Z) 是整数系数矩阵，b ∈ Zm 是整
数向量。假设对无穷多个素数 p，线性方程组 Ax ≡ b (mod p)（即视为 Fp 上的方程组
Āx = b̄）有解。证明方程组 Ax = b 在 Q 上有解。

习题 6.22 (PSL(2,F3) 的阶与同构类型). 记

SL(2,F3) = {A ∈M2(F3) | det(A) = 1},

PSL(2,F3) 为商群
SL(2,F3)/{λI | λ ∈ F×3 }.

1. 计算 PSL(2,F3) 的阶数。
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2. 证明 PSL(2,F3) 同构于交错群 A4。

习题 6.23 (F2 上的非退化二次型). 设 F2 = Z/2Z。称映射 Q : Fn
2 → F2 为二次型，若

Q(x) =
∑

1≤i≤j≤n

aijxixj .

定义双线性形式
B(x, y) = Q(x+ y) +Q(x) +Q(y).

若对每个 x 6= 0 存在 y 使 B(x, y) = 1，称 Q 非退化。证明：

1. B(x, x) = 0 对所有 x ∈ Fn
2 成立。

2. Fn
2 上每个非退化二次型都存在一组辛基。

3. 当 n = 2 时，非退化二次型在同构意义下恰好有两类。

4. F6
2 上的非退化二次型在同构意义下恰好有两种。

习题 6.24 (有限域计数与 q-组合恒等式). 设 V 是 Fq 上的 n 维线性空间，其中 q 为素数
幂。

1. 证明 V 中所有 k 维子空间的个数为高斯二项式系数

#G(k, n;Fq) =

(
n

k

)
q

,

从而 V 中所有子空间的个数为

Sn(q) =
n∑

k=0

(
n

k

)
q

.

2. 通过直接计数 V × V 中满足 (v, w) ∈W ×W 的有序对 ((v, w),W )，其中 W 遍历 V

的所有子空间，证明
n∑

k=0

q2k
(
n

k

)
q

= Sn(q) + (q2 − 1)

(
n

1

)
q

Sn−1(q) + (q2 − 1)(q2 − q)
(
n

2

)
q

Sn−2(q),

其中约定 Sm(q) = 0当m < 0。提示：按 dim span{v, w} = 0, 1, 2分类；若 dim span{v, w} =
r，则包含 span{v, w} 的子空间个数等于 Sn−r(q)。

3. 设 n ≥ 1。通过计算 Fn
q 中的完全旗

0 = V0 ⊊ V1 ⊊ · · · ⊊ Vn = Fn
q , dimVi = i,

的个数，证明

#{完全旗} =
n∏

k=1

qk − 1

q − 1
= [n]q!.
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4. 对上述恒等式两边视为关于 q 的多项式或有理函数，说明它们作为 Q 上的恒等式成
立，并解释 [n]q!→ n! 在 q → 1 时的含义。

习题 6.25 (模 p 下的二元二次表示). 假设 p 是一个素数，a, b, c ∈ Z，且 ab 6≡ 0 (mod p)。
证明：存在 x, y ∈ Z 使得

ax2 + by2 ≡ c (mod p).

习题 6.26 (主同余子群中的有限阶元). 记 GLn(Z) = {A ∈Mn(Z) | det(A) = ±1}。设 p 为
素数，定义

Γ(p) = {A ∈ GLn(Z) | A ≡ In (mod p)}.

设 A ∈ Γ(p)，并且 A 是有限阶元。证明：

1. 若 A 6= In，存在整数 r ≥ 1 及整数矩阵 B，使得

A = In + prB, B 6≡ 0 (mod p).

2. 若素数 ` 满足 Aℓ = In 且 ` 6= p，则 A = In。

3. 当 p ≥ 3 时，Γ(p) 中的有限阶元只有平凡元素。

4. 当 p = 2 时，给出 Γ(2) 中一个非恒等的有限阶元素。
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7 多项式

在线性代数的进阶学习中, 我们经常需要借助多项式来研究线性变换的结构. 本章我们
将简要复习并总结域 F 上一元多项式的基本理论, 特别是带余除法、最大公因式、不可约多
项式与唯一分解定理等概念, 为下一章特征值理论与若尔当标准型的学习做好必要的代数准
备.
多项式之所以在代数学中占据中心位置, 并不是偶然的. 从低次方程的经典求解到 Ga-

lois 理论的诞生, “多项式如何分解” 始终是代数学的主线之一. 因而这一章虽然是在为后文
做准备, 讨论的却是代数学最核心的一批对象.
从线性代数的角度看, 多项式也会不断出现. 对 Fibonacci 型递推尝试代入 an = rn 就

会导出多项式方程; 在线性递推、矩阵幂和常系数微分方程中, 特征多项式更是核心角色. 在
编码理论中, CRC 和 Reed–Solomon 码又要依赖有限域上的带余除法与插值. 因此本章介
绍的是一门之后会反复回头使用的共同语言.

7.1 多项式环

设 F 是一个域. 域 F 上的一个一元多项式可以表示为形式和

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

其中 ai ∈ F, 且 x 是一个形式变量. 若 an 6= 0, 我们称 n 为该多项式的次数 (degree), 记作
deg f = n. 此时 an 称为首项系数 (leading coefficient). 当首项系数 an = 1 时, 称 f(x) 为
首一多项式 (monic polynomial).
对于非零常数多项式 f(x) = c 6= 0, 其次数为 0. 我们特别规定零多项式 f(x) = 0 的次

数为 deg 0 = −∞. 在这一约定下, 对于任意两个多项式 f(x), g(x), 都有

deg(f + g) ≤ max(deg f, deg g), deg(fg) = deg f + deg g.

所有系数在域 F 中的多项式全体构成一个集合, 记作 F[x]. 在定义了普通的多项式加法和乘
法后, F[x] 构成一个环, 称为域 F 上的多项式环 (polynomial ring). 由于域 F 中没有零因子,
并且乘法可交换, F[x] 也是一个无零因子的交换环 (即整环).

7.2 带余除法与整除

与整数环 Z 类似, 多项式环中最基础的工具是带余除法.

定理 7.1 (带余除法). 设 f(x), g(x) ∈ F[x], 并且 g(x) 6= 0. 则存在唯一的多项式 q(x)(商)
与 r(x)(余数) 满足：

f(x) = g(x)q(x) + r(x), 其中deg r < deg g.
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证明. 存在性. 对 deg f 进行数学归纳法. 若 deg f < deg g, 取 q = 0, r = f 即可.
设 deg f = m ≥ deg g = n, 且对所有次数小于 m 的多项式结论成立. 设 f 的首项系数

为 a, g 的首项系数为 b, 令

f1(x) = f(x)− a

b
xm−n g(x).

则 f1 的最高次项被消去, 故 deg f1 < m. 由归纳假设, 存在 q1, r 使得 f1 = g q1 + r, 且
deg r < deg g. 于是

f =
a

b
xm−n g + f1 = g

(a
b
xm−n + q1

)
+ r,

取 q = a
b
xm−n + q1 即满足要求.

唯一性. 假设 f = gq1+r1 = gq2+r2,其中 deg r1, deg r2 < deg g. 则 g(q1−q2) = r2−r1.
若 q1 6= q2, 则左边的次数 ≥ deg g, 而右边的次数 < deg g, 矛盾. 因此 q1 = q2, 从而
r1 = r2.

定义 7.1 (整除). 设 f(x), g(x) ∈ F[x]. 若存在 h(x) ∈ F[x] 使得 f(x) = g(x)h(x), 我们就称
g(x) 整除 (divides) f(x), 记为 g(x) | f(x), 并称 g(x) 是 f(x) 的因式 (factor). 若 g(x) 不
整除 f(x), 记为 g(x) ∤ f(x).

注 7.1. 按此定义, 任何多项式都整除零多项式 (取 h = 0), 零多项式只整除自身. 非零常数
c ∈ F∗ 整除任何多项式 (因为 f = c · (c−1f)), 这类因式称为平凡因式.

可以验证, 整除关系具有传递性: 若 f | g, g | h, 则 f | h. 此外若 f | g 且 f | h, 则对任
意 u, v ∈ F[x], 有 f | (ug + vh). 若 f | g 且 g | f , 则 f, g 次数相同并且相差一个非零常数倍
(称它们相伴). 任何非零多项式都唯一相伴于一个首一多项式.

7.3 最大公因式与辗转相除法

辗转相除法为什么重要

整数的辗转相除法可以求最大公因数, 多项式的辗转相除法也可以求最大公因式. 它
的意义不止是“算一个 gcd”: 在纠错码中, 接收端要根据校验信息推断错误位置和
错误大小, 这会转化为多项式方程; 求解这些方程的核心步骤之一就是多项式欧几里
得算法. 后面研究极小多项式和有理标准型时, 同样会不断用到“互素多项式可以通
过裴蜀恒等式拼出 1”这一思想.

定义 7.2 (最大公因式). 设 f(x), g(x) ∈ F[x], 不同时为零. 若多项式 d(x) ∈ F[x] 满足：

(1) d(x) 既是 f(x) 的因式, 也是 g(x) 的因式 (即 d | f, d | g);

(2) 对于任意使得 h | f 且 h | g 的多项式 h(x), 都有 h | d;
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(3) d(x) 是首一多项式.

则称 d(x) 为 f(x) 和 g(x) 的最大公因式 (greatest common divisor), 记作 d(x) = gcd(f, g)
或简记为 (f, g).

与整数的最大公约数类似, 最大公因式不仅存在而且唯一, 其存在性可通过辗转相除法
(Euclidean algorithm)证明. 其关键在于以下简单的观察:

引理 7.1. 若 f = gq + r, 则 gcd(f, g) = gcd(g, r).

证明. 只需证明 f, g 的公因式集合与 g, r 的公因式集合相同. 若 d | f 且 d | g, 则 d |
(f − gq) = r, 所以 d 也是 g, r 的公因式; 反之, 若 d | g 且 d | r, 则 d | (gq + r) = f , 所以 d

也是 f, g 的公因式.

定理 7.2 (辗转相除法). 设 f, g ∈ F[x], g 6= 0. 反复应用带余除法:

f = q1g + r1 (deg r1 < deg g)
g = q2r1 + r2 (deg r2 < deg r1)
r1 = q3r2 + r3 (deg r3 < deg r2)
...

...
...

rk−2 = qkrk−1 + rk

rk−1 = qk+1rk + 0.

由于余式的次数严格递减, 算法必然在有限步后终止. 最后一个非零余数 rk(x) 除以其首项
系数所得的首一多项式即为 gcd(f, g).

证明. 由引理7.17.1反复应用可得

gcd(f, g) = gcd(g, r1) = gcd(r1, r2) = · · · = gcd(rk−1, rk).

最后一步 rk−1 = qk+1rk 说明 rk | rk−1, 因此 gcd(rk−1, rk) 就是 rk 的首一化 (即除以其首项
系数).

例 7.1. 在 Q[x] 中求 gcd(x3 − 1, x2 − 1).
第一步:

x3 − 1 = (x2 − 1) · x+ (x− 1).

因为 x3 − 1− x(x2 − 1) = x3 − 1− x3 + x = x− 1.
第二步: x2 − 1 = (x− 1) · (x+ 1) + 0.
因此 gcd(x3 − 1, x2 − 1) = x− 1.
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7.4 裴蜀定理与互素

辗转相除法不仅可以用来计算最大公因式, 我们将这个除法过程倒推还能得出关于最大
公因式最为重要的代数性质：

定理 7.3 (裴蜀定理, Bézout’s Identity). 对于不全为零的多项式 f(x), g(x) ∈ F[x], 存在多
项式 u(x), v(x) ∈ F[x], 使得

u(x)f(x) + v(x)g(x) = gcd(f(x), g(x)).

证明. 在辗转相除法 (定理7.27.2) 中, 第一步给出 r1 = f − q1g, 第二步给出 r2 = g − q2r1 =

−q2f + (1 + q1q2)g. 如此反复代入, 每一个余数 ri 都可以表示为 f 和 g 的 F[x]-线性组
合. 最终, 最后一个非零余数 rk 即为 gcd(f, g)（至多相差一个常数倍）, 从而 gcd(f, g) =

uf + vg.

例 7.2 (裴蜀恒等式的计算). 续例7.17.1. 辗转相除法给出 x− 1 = (x3 − 1)− (x2 − 1) · x, 因此
取 u = 1, v = −x 即有

1 · (x3 − 1) + (−x) · (x2 − 1) = x− 1 = gcd(x3 − 1, x2 − 1).

这一恒等式在线性代数中有极其广泛的应用, 它能够将多项式的整除关系转化为可以直
接计算的代数等式.

定义 7.3 (互素). 若 gcd(f, g) = 1, 我们称 f(x) 与 g(x) 互素 (coprime). 此时存在多项式
u, v 使得 uf + vg = 1.

互素性质有许多深刻的代数推论, 比如：

引理 7.2. 若 h | fg, 且 gcd(h, f) = 1, 则 h | g.

证明. 既然 gcd(h, f) = 1, 根据定理7.37.3存在 u, v 使得 uh + vf = 1. 两边同乘 g 得到
uhg + vfg = g. 注意到 h 整除 uhg, 并且因为 h | fg, h 也整除 v(fg). 所以 h 整除上述两
者之和, 故 h | (uhg + vfg) = g.

引理 7.3 (互素乘积整除). 若 f, g 互素, 且 f | h, g | h, 则 fg | h.

证明. 由 f | h 写 h = fh1, 则 g | fh1. 因为 gcd(f, g) = 1, 由引理7.27.2知 g | h1, 从而
fg | h.

上述结果可以推广到多个多项式的情形:

定义 7.4 (多个多项式的最大公因式). 对于 f1, . . . , fs ∈ F[x](不全为零), 递归地定义

gcd(f1, . . . , fs) = gcd(gcd(f1, . . . , fs−1), fs).

可以验证这一定义不依赖于多项式的排列顺序.
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推论 7.1 (多元裴蜀恒等式). 若 gcd(f1, . . . , fs) = 1, 则存在 u1, . . . , us ∈ F[x] 使得

u1f1 + · · ·+ usfs = 1.

证明. 对 s 进行归纳. s = 2 即为裴蜀定理 (定理7.37.3). 设 s ≥ 3, 令 d = gcd(f1, . . . , fs−1), 则
gcd(d, fs) = 1, 存在 a, b 使得 ad+ bfs = 1. 由归纳假设, 存在 v1, . . . , vs−1 使得 v1f1 + · · ·+
vs−1fs−1 = d. 代入即得

∑s−1
i=1 (avi)fi + bfs = 1.

7.5 不可约多项式与唯一分解定理

定义 7.5 (不可约多项式). 设多项式 p(x) ∈ F[x] 满足 deg p ≥ 1. 若 p(x) 不能表示为两
个次数严格小于 deg p 的多项式的乘积, 则称 p(x) 为域 F 上的不可约多项式 (irreducible
polynomial). 反之, 则称为可约多项式.

例 7.3 (不可约性依赖于底域). 多项式 x2 + 1 在不同的域上有截然不同的表现:

(1) 在 R[x] 中不可约: 它没有实数根, 而 2 次多项式可约等价于有根.

(2) 在 C[x] 中可约: x2 + 1 = (x+ i)(x− i).

(3) 在 F2[x] 中可约: x2 + 1 = (x+ 1)2(因为 F2 中 −1 = 1).

不可约多项式在多项式环中扮演了整数环中素数的地位. 对于不可约多项式 p(x), 唯一
的因式只有非零常数和与它相伴的多项式.

命题 7.1 (不可约多项式的素性). 若 p(x) 是不可约多项式, 且 p | fg, 则 p | f 或 p | g.

证明. 若 p ∤ f ,由于 p不可约, p的因式只有非零常数和常数倍的 p本身,从而 gcd(p, f) = 1.
由引理7.27.2即知 p | g.

定理 7.4 (多项式唯一分解定理). 域 F 上的任一非零且次数 ≥ 1 的多项式 f(x) 都可以唯
一地写成

f(x) = c p1(x)
m1p2(x)

m2 · · · pk(x)mk ,

其中 c ∈ F 是首项系数, pi(x) 是互不相同的首一不可约多项式, mi ≥ 1 是正整数. “唯一”
意味着除了因式的排列顺序不同外, 该分解方式在 F[x] 中是确定的.

证明. 存在性. 对 deg f 进行归纳. 若 deg f = 1, 则 f 本身 (至多相差一个常数) 即为首一
不可约多项式. 设 deg f ≥ 2: 若 f 不可约, 则 f = c · f̃(f̃ 为相应首一不可约多项式), 结论
成立; 若 f 可约, 则 f = g · h, 其中 1 ≤ deg g, degh < deg f . 由归纳假设, g 和 h 各自有不
可约分解, 将它们乘在一起即得 f 的不可约分解.

唯一性. 假设 f 有两种分解:

c pm1
1 · · · p

mk

k = c′ qn1
1 · · · q

nl

l .
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比较首项系数可知 c = c′. 因为 p1 | qn1
1 · · · q

nl

l , 根据命题7.17.1(反复应用), 必有某个 j 使得
p1 | qj . 因为 p1 和 qj 都是首一不可约多项式, 故 p1 = qj . 两边消去一个 p1(利用 F[x] 无零
因子), 对消去后的多项式次数进行归纳, 即可证明两种分解的不可约因子完全相同 (包括重
数).

7.6 多项式的根与形式导数

定义 7.6 (代入与根). 设 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ F[x], λ ∈ F. 将 λ 代入 f(x) 得到

域元素
f(λ) = anλ

n + · · ·+ a1λ+ a0 ∈ F.

映射 evλ : F[x]→ F, f(x) 7→ f(λ) 称为在 λ 处的赋值映射 (evaluation map), 不难验证它是
环同态. 若 f(λ) = 0, 则称 λ 为 f(x) 的一个根 (root).

利用带余除法 (定理7.17.1), 设 f(x) = (x− λ)q(x) + r, 由于 deg r < deg(x− λ) = 1, r 必
须是一个常数. 代入 x = λ 可得 r = f(λ). 于是我们有:

定理 7.5 (余数定理与因式定理). 设 f(x) ∈ F[x], λ ∈ F. 则:

(1) (余数定理) f(x) 除以 (x− λ) 的余数为 f(λ).

(2) (因式定理) (x− λ) | f(x) 当且仅当 λ 是 f(x) 的根.

进而结合互素概念, 若 λ1, . . . , λk 为 f 的互不相同的根, 由于 (x − λi) 两两互素, 可以
归纳地利用引理7.27.2证明

∏k
i=1(x− λi) 整除 f(x). 比较次数即得:

推论 7.2. 域 F 上任意一个非零的 n 次多项式 f(x) 在 F 中最多只有 n 个根.

注 7.2. 这一推论虽然简单, 但非常重要. 例如, 它在 §6.76.7中恒等式原理的证明中发挥了关
键作用.

推论7.27.2给出了根的个数的上界. 一个自然的问题是: 根是否一定存在? 这取决于底域的
性质. 例如, x2 + 1 ∈ R[x] 没有实数根. 然而, 复数域具有一个根本性的完备性质:

定理 7.6 (代数基本定理, Fundamental Theorem of Algebra). C[x] 中任何一个次数 ≥ 1 的
多项式至少有一个根.

代数基本定理的证明需要用到分析学 (如拓扑学或复分析) 的工具, 超出了本书的范围99.
但我们可以从中推出多项式分解的重要结论:

9代数基本定理有多种不同风格的证明: 利用复分析中的刘维尔定理, 利用拓扑学中的基本群, 或利用实分析中的介值定理配
合代数论证等. 读者可参阅任何一本复分析教材中的相关章节.
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推论 7.3 (复多项式环的不可约多项式). C[x] 中的不可约多项式恰好是一次多项式. 因此,
任何 n 次多项式 f(x) ∈ C[x] 都可以完全分解为一次因式的乘积:

f(x) = c(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn),

其中 c ∈ C∗, λ1, . . . , λn ∈ C(允许重复, 即计入重数).

证明. 设 p(x) ∈ C[x] 为不可约多项式. 若 deg p ≥ 2, 由代数基本定理, p 有一个根 λ ∈ C,
则由因式定理 (定理7.57.5(2)) (x− λ) | p(x), 从而 p(x) = (x− λ)q(x), 其中 deg q ≥ 1, 这与 p

不可约矛盾. 故 C[x] 中的不可约多项式必为一次多项式. 再结合唯一分解定理 (定理7.47.4) 即
得完全分解.

推论 7.4 (复系数多项式的根). C[x] 中任一 n 次多项式 (n ≥ 1) 恰好有 n 个根 (计入重数).

代数基本定理对实系数多项式也有重要推论. 由于实系数多项式的复数根一定成对共
轭出现 (即若 λ ∈ C 是 f(x) ∈ R[x] 的根, 则 λ̄ 也是, 参见习题7.177.17), 这将给出 R[x] 中不可
约多项式的完全分类 (参见习题7.197.19).

定义 7.7 (形式导数与重根). 对于 f(x) =
∑n

k=0 akx
k,定义其形式导数 (formal derivative)为

f ′(x) =
∑n

k=1 kakx
k−1. 我们称 λ是 f(x)的m 重根 (root of multiplicity m),如果 (x−λ)m |

f(x) 但 (x− λ)m+1 ∤ f(x). 当 m ≥ 2 时称 λ 为重根 (multiple root).

形式导数满足通常的莱布尼兹求导法则 (fg)′ = f ′g+ fg′ 和线性性质 (可以直接从定义
验证). 利用形式导数, 我们可以给出判断多项式是否有重因式的代数判别法:

命题 7.2 (重因式判别法). 设 F 的特征为 0(例如 Q,R,C). 多项式 f(x) ∈ F[x](deg f ≥ 1)
没有重因式 (即在不可约分解中所有 mi = 1) 当且仅当 gcd(f, f ′) = 1.

证明. 先证明若 f 有重因式, 则 gcd(f, f ′) 6= 1. 设存在不可约多项式 p(x) 使得 p2 | f , 写
f = p2h. 则 f ′ = 2pp′h+ p2h′ = p(2p′h+ ph′), 所以 p | f ′. 又 p | f , 故 gcd(f, f ′) 6= 1.

反过来, 若 gcd(f, f ′) 6= 1, 则存在不可约多项式 p 使得 p | f 且 p | f ′. 写 f = pg, 则
f ′ = p′g+pg′. 由 p | f ′ 和 p | pg′ 知 p | p′g. 在特征 0下, deg p′ = deg p−1 ≥ 0且 p′ 6= 0(因
为首项系数 deg p · adeg p 6= 0), 所以 gcd(p, p′) = 1(因为 p 不可约且 deg p′ < deg p). 由引
理7.27.2知 p | g, 从而 p2 | f , 即 f 有重因式.

7.7 习题

7.7.1 练习题

习题 7.1 (用裴蜀恒等式求多项式商空间中的逆). 在 R[x]/(x2 + 1) 中, 求 x + 1 的乘法逆
元.
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1. 用辗转相除法找到多项式 u(x), v(x), 使得

u(x)(x+ 1) + v(x)(x2 + 1) = 1.

2. 由此写出 x+ 1 在商空间 R[x]/(x2 + 1) 中的逆元.

3. 用直接乘法验证答案.

习题 7.2 (多项式带余除法). 在 Q[x] 中分别作带余除法:

1. x4 − 3x+ 1 除以 x2 + 1;

2. 2x3 + x2 − 1 除以 x− 2.

习题 7.3 (最大公因式). 用辗转相除法求 gcd(x3 − x, x2 − 1) 和 gcd(x4 − 1, x2 + x).

习题 7.4. 求在 Q[x] 和 F2[x] 中多项式 x4 − 1 的不可约分解.

习题 7.5. 用辗转相除法求 gcd(x4 + x3 + x2 + x+ 1, x3 + x2 + 1) 在 F2[x] 中的值, 并写出
相应的裴蜀恒等式.

习题 7.6. 若多项式 f(x) 和 g(x) 的最大公因式为 1, 证明 f(x) 和 g2(x) 的最大公因式也
为 1.

习题 7.7. 设 f, g 互素, 且 f | h, g | h. 证明 fg | h.

习题 7.8. 设 d = gcd(f, g). 证明 gcd(f/d, g/d) = 1.

习题 7.9. 设 p 为素数. 证明 Fp[x] 中的二次多项式 f(x) = x2 + bx+ c 不可约当且仅当 f

在 Fp 中没有根. 举例说明对于三次及以上的多项式, “没有根” 不等价于不可约.

习题 7.10. 假设 F 为特征为 0 的域. 试证明 λ ∈ F 为多项式 f(x) 的 m 重根当且仅当
f(λ) = f ′(λ) = · · · = f (m−1)(λ) = 0 且 f (m)(λ) 6= 0.

习题 7.11. 设 f(x) ∈ F[x], 定义 f̄(x) = f(x)/ gcd(f, f ′). 证明 f̄ 与 f 有相同的根 (不计重
数), 且 f̄ 没有重根.

习题 7.12. 用多项式除法计算
x3 − 1

除以 x− 1 的商和余数。

习题 7.13. 求多项式 x2 − 5x+ 6 的全部根，并把它分解为一次因式的乘积。

习题 7.14. 求 x3 − x 与 x2 − 1 的最大公因式。

习题 7.15. 判断 x = 2 是否为多项式 p(x) = x3 − 4x2 + 5x− 2 的重根。
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习题 7.16. 设矩阵

A =

(
1 1

0 2

)
.

计算 A2 − 3A+ 2I，并观察它与多项式 (x− 1)(x− 2) 的关系。

7.7.2 思考题

习题 7.17 (共轭根定理). 设 f(x) ∈ R[x] 为实系数多项式, λ = a+ bi ∈ C(b 6= 0) 为 f 的一
个复数根. 证明:

(1) 其共轭 λ̄ = a− bi 也是 f 的根, 且与 λ 有相同的重数.

(2) (x− λ)(x− λ̄) = x2 − 2ax+ (a2 + b2) ∈ R[x], 即二次因式的系数均为实数.

(提示: 对于 (1), 利用共轭的性质 f(λ) = f(λ̄).)

习题 7.18 (奇数次实系数多项式必有实根). 设 f(x) ∈ R[x] 为奇数次多项式. 利用代数基
本定理 (定理7.67.6) 和习题7.177.17的结论, 证明 f 至少有一个实根. (也可以用实分析中的介值定
理直接证明.)

习题 7.19 (R[x] 的不可约多项式分类). 利用代数基本定理和共轭根定理 (习题7.177.17), 证明
R[x] 中的不可约多项式恰好是以下两类:

(1) 一次多项式 ax+ b(a 6= 0);

(2) 判别式为负的二次多项式 ax2 + bx+ c(a 6= 0, b2 − 4ac < 0).

由此推出: R[x] 中任一次数 ≥ 1 的多项式都可以分解为一次因式和判别式为负的二次因式
的乘积.

习题 7.20 (实系数多项式的分解). 将以下多项式在 R[x] 和 C[x] 中分别分解为不可约因式
的乘积:

(1) x4 + 1;

(2) x4 + x2 + 1;

(3) x6 − 1.

习题 7.21 (商空间上的乘法算子). 设 f(x), g(x) ∈ C[x] 为首一多项式，且 deg f = n ≥
1, deg g = m ≥ 1。已知

f(x) =
l∏

i=1

(x− λi)
ni ,
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其中 λi 互不相同。定义商空间
V = C[x]/(f)

上的线性变换
S(p) = p(x)g(x).

1. 求 V 的维数。

2. 证明

det(S) =
l∏

i=1

g(λi)
ni .

3. 若 g(x) =
∏l

i=1(x− λi)
mi，写出 S 可对角化的充要条件。

习题 7.22 (互素多项式与核分解). 设 V 是有理数域 Q 上的有限维线性空间，T ∈ End(V )，
f, g ∈ Q[x] 为互素多项式。若

f(T )g(T ) = 0,

证明
V = ker f(T )⊕ ker g(T ).
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8 线性变换和特征值理论

在前面的章节中, 我们建立了域 F 上线性空间的基本理论 (§66), 研究了行列式作为 “体
积” 的代数度量 (§55), 并系统地发展了多项式的算术 (§77). 现在我们来到了线性代数最核心
的问题之一: 给定线性空间 V 上的一个线性变换 T : V → V , 能否找到一组 “好的” 基使得
T 在这组基下的矩阵尽可能简单?
最理想的情形是找到一组基, 使得 T 的矩阵变成对角矩阵——这就是可对角化问题. 对

角矩阵的优点是显而易见的: 矩阵的幂次 Ak, 行列式 detA, 方程 (A− λ I)x = 0 的求解, 都
变得完全平凡. 然而, 并非所有线性变换都可以对角化, 因此我们需要发展一套系统的理论
来判断何时可以对角化, 以及当不能对角化时如何尽可能地简化矩阵表示.
本节的核心工具链如下: 特征值和特征向量提供了对角化的候选基向量; 特征多项式

将寻找特征值的问题化为多项式求根的问题, 从而与 §77中建立的多项式理论衔接; Cayley-
Hamilton 定理建立了矩阵与其特征多项式之间的深刻联系, 它断言每个矩阵都 “满足” 自
己的特征多项式; 而极小多项式则精确地刻画了可对角化的充要条件. 这些工具的有效性在
很大程度上依赖于 §33中发展的子空间直和分解与商空间的理论, 以及 §77中多项式整除与互
素分解的结果.
特征值看长期趋势

若一个系统每一步都由同一个矩阵 A 更新, 即 xk+1 = Axk, 那么特征值和特征向量
常常决定长期行为. 人口年龄结构模型中, 主特征值描述总人口的增长或衰减率, 主
特征向量描述长期稳定的年龄比例;耦合弹簧系统中,特征向量给出正常振动模式,特
征值决定固有频率; 第 1 章中的 PageRank 模型本质上也是在寻找随机矩阵特征值 1

对应的稳定方向. 这些例子共同说明: 特征值理论的真正力量在于把复杂演化拆解为
若干彼此独立的基本模式.

具体而言, 本节的组织结构如下:

• 在 §8.18.1中, 我们定义特征值、特征向量和特征多项式, 通过 2 × 2 矩阵和求导算子的具体
例子建立直觉, 并看到并非所有线性变换都可以对角化.

• 在 §8.28.2中, 我们引入不变子空间的概念, 它是将线性变换 “分块” 研究的基本语言. 在此基
础上, 我们证明复数域上的线性变换总可以上三角化, 并建立对角化的特征子空间判据.

• 在 §8.38.3中, 我们将上述理论翻译为矩阵语言, 重点阐明相似分类的观点: 对角化问题的本
质是矩阵的相似等价类中是否包含对角矩阵. 我们还通过一个遗传学中的 Markov 链模型
演示对角化在计算矩阵高次幂中的威力.

• 在 §8.58.5中, 我们引入代数重数和几何重数的概念, 将可对角化问题精确化为 “每个特征值
的几何重数是否等于代数重数”.
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• 在 §8.68.6中, 我们证明 Cayley-Hamilton 定理, 它是连接特征多项式与线性变换的代数性质
的桥梁.

• 在 §8.78.7中, 我们研究极小多项式, 给出可对角化的充要条件: 极小多项式在 F[λ] 中可分解
为没有重根的一次因式的乘积.

• 在 §8.88.8中, 我们引入友阵的概念, 建立多项式与矩阵之间的直接桥梁, 并证明矩阵相似于
友阵当且仅当其极小多项式等于特征多项式. 友阵和循环向量的概念将在 §1313的若尔当标
准型理论中发挥核心作用.

8.1 特征值与特征向量

我们从可对角化问题出发引入特征值和特征向量的概念. 回忆线性映射 T : V → V 在
取定 V 的一组基之后可以表示为矩阵. 如果能找到一组 “特别好” 的基, 使得 T 在这组基下
的矩阵成为对角矩阵, 那么 T 的许多性质都一目了然. 这就引出如下问题:
对于 F-线性映射 T : V → V ,能否找到 V 的一组基 {v1, . . . , vn}满足对任意的 1 ≤ i ≤ n

有 Tvi = λivi, 其中 λi ∈ F, 称为线性映射的可对角化 (diagonalizable)问题. 用矩阵的语言
来说, 给定矩阵 A ∈Mn×n(F), 是否存在可逆矩阵 P ∈Mn×n(F) 使得 P−1AP 是对角矩阵.
当 dimF V = 1 时是显然的, 因为任何 1× 1 阶矩阵都是对角矩阵. 但是对一般的维数来

说, 并不是所有的线性映射都是可对角化的. 考虑 dimF V = 2 的情形: 固定 V 的一组基 B

将 T 看作矩阵

A =

(
a b

c d

)
.

那么 0 6= v ∈ V 满足 Tv = λv, 其中 λ ∈ F, 等价于 (λ I2−A)v = 0 有非零解, 根据定理2.12.1以
及命题5.15.1的 (2) 可知这等价于 λ 满足 |λ I2−A| = 0, 即

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

我们考虑如下的情况:

(1) 如果 λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0 不存在根, 那么一定不存在 V 的一组基 {v1, v2} 使得
Tvi = λivi, 其中 i = 1, 2.

(2) 如果 λ2 − (a + d)λ + ad − bc = 0 有两个不同的根 λ1, λ2, 那么对于每一个 λi 考虑
(λi I2−A)v = 0 的非零解 vi, 我们断言 {v1, v2} 构成了一组基, 因此满足我们的要求:
假设 {v1, v2} 线性相关, 不妨假设 v1 = µv2, 从而

λ1v1 = Tv1 = T (µv2) = µλ2v2.

这意味着 µ(λ1 − λ2) = 0, 从而有 µ = 0. 但 v1 = µv2 会给出 v1 = 0, 与 v1 是特征向
量矛盾. 因此 v1, v2 线性无关.
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(3) 如果 λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0 有重根 λ, 我们要考虑 λ I2−A 的秩:

(a) rank(λ I2−A) = 0, 此时根据推论4.24.2解空间的维数是 2, 因此可以找到两个线性无
关的向量 {v1, v2} 满足 Tvi = λvi, 其中 i = 1, 2.

(b) rank(λ I2−A) = 1, 此时根据推论4.24.2解空间的维数是 1, 则此时找不到两个线性无
关的向量.

定义 8.1. 对于 F-线性映射 T : V → V , λ ∈ F 被称为 T 的特征值 (eigenvalue), 如果存在
0 6= v ∈ V 使得

Tv = λv.

此时 v 称为特征值 λ 对应的特征向量 (eigenvector).

定义 8.2. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其中 dimF V = n. 取定 V 的一组基, 将 T 表
示为矩阵 A ∈ Mn×n(F), 定义关于 λ 的 n 次多项式 det(λ In−A) 为 T 的特征多项式
(characteristic polynomial). 由于相似矩阵有相同的特征多项式, 故此定义与基的选取无关.

注 8.1. F-线性映射 T 的特征值恰好是特征多项式在域 F 中的根 (参见定义 7.67.6). 由推
论 7.27.2, n 次多项式在 F 中至多有 n 个不同的根, 因此 n 维线性空间上的线性映射至多有 n

个不同的特征值. 值得注意的是, 对于一般的域 F, 特征多项式可能没有根, 此时 T 没有特
征值.

例 8.1 (二阶矩阵的完整对角化). 考虑

A =

(
2 1

1 2

)
.

其特征多项式为

χA(λ) = det
(
λ− 2 −1
−1 λ− 2

)
= (λ− 3)(λ− 1).

对 λ = 3, 解 (A − 3I)v = 0 得特征向量 (1, 1)T ; 对 λ = 1, 解 (A − I)v = 0 得特征向量
(1,−1)T . 取

P =

(
1 1

1 −1

)
,

则

P−1AP =

(
3 0

0 1

)
.

这个例子展示了对角化的基本流程: 求特征值, 求特征向量, 将特征向量作为 P 的列.

下面我们通过一个来自微积分的自然例子来说明: 即使在域 F 包含特征多项式的全部
根的情况下, 线性变换仍然可能不可对角化.
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例 8.2 (求导算子). 设 V = Fn[x] = {f(x) ∈ F[x] | deg f ≤ n} 是次数 ≤ n 的多项式构成
的 F-线性空间, 其中 F 的特征为 0(例如 F = Q,R,C). 取标准基 B = {1, x, x2, . . . , xn}, 则
dimV = n+ 1. 考虑求导映射

D : V → V, f(x) 7→ f ′(x).

由于 D(xk) = kxk−1, D 在基 B 下的表示矩阵为

[D]BB =



0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · n

0 0 0 · · · 0


.

这是一个严格上三角矩阵, 因此其特征多项式为 χD(λ) = λn+1, 唯一的特征值为 λ = 0, 代
数重数为 n+ 1.
然而, 求解 Df = 0(即 f ′(x) = 0) 可知 V0 = kerD = span{1}, 几何重数仅为 1. 由于

1 < n+ 1(当 n ≥ 1 时), 特征子空间 V0 远不足以张成整个 V , 因此 D 不可对角化.

值得注意的是, D 在标准基下的矩阵已经是上三角矩阵. 这提示我们: 即使无法对角化,
线性变换也可能存在一组基使其表示矩阵为上三角形式. 上三角矩阵虽不如对角矩阵那样
简洁, 但其对角线上的元素仍然是全部特征值 (计入重数), 而且矩阵的幂次、行列式、可逆
性等性质都易于读出. 在下一小节中, 我们将证明: 只要底层域是代数闭域 (如 C), 任何线
性变换都可以上三角化.

8.2 不变子空间和上三角化

为了证明上三角化定理, 我们需要引入不变子空间的概念. 它是将线性变换 “分块” 研
究的基本语言, 也是后续若尔当标准型理论的出发点.

定义 8.3 (不变子空间). 设 T : V → V 是 F-线性映射, W ⊂ V 为子空间. 若 T (W ) ⊂ W ,
则称 W 为 T 的一个不变子空间 (invariant subspace).

若 W 是 T -不变子空间, 则 T 限制在 W 上得到线性映射 T |W : W → W ; 同时 T 在商
空间上诱导出映射 T : V /W → V /W (参见命题 4.114.11). 取 W 的一组基并将其扩充为 V 的
基, 则 T 在此基下的矩阵具有分块上三角的形式 (参见命题 4.104.10):

[T ]B =

(
[T |W ] ∗

O [T ]

)
.

注意到特征子空间 ker(λ I−T ) 就是一个典型的 T -不变子空间. 下面我们利用不变子空间的
观点来证明: 在复数域上, 每个线性变换都可以上三角化.
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命题 8.1. 假设 V 是 n 维 C-线性空间, 给定 C-线性映射 T : V → V , 存在 V 的一组基 B

使得 [T ]BB 是上三角矩阵.

证明. 我们对维数 n 做归纳法. 当 n = 1 的时候是显然的. 假设命题对维数 < n 都成立. 由
于 C 是代数闭域, T 的特征多项式在 C 中必有根 (定理 7.67.6), 即 T 存在特征值 λ1 及对应的
非零特征向量 v1.
令 W = span{v1}, 则 W 是 T -不变子空间 (定义 8.38.3). 由命题 4.114.11, T 在商空间 V /W

上诱导出 C-线性映射 T : V /W → V /W . 由于 dim(V /W ) = n − 1 < n, 根据归纳假设, 存
在 V /W 的一组基 {v2, . . . , vn} 使得 T 在这组基下的矩阵为上三角矩阵.
在 V 中选取 vi 的代表元 vi ∈ V (2 ≤ i ≤ n), 则 B = {v1, v2, . . . , vn} 构成 V 的一组基.

由命题 4.104.10, T 在此基下的矩阵具有分块上三角形式:

[T ]BB =

(
λ1 ∗
O [T ]

)
,

其中 [T ] 已经是上三角矩阵, 因此 [T ]BB 也是上三角矩阵.

推论 8.1. 对于 C-线性映射 T : V → V , 其特征值恰为 [T ]BB 对角线上的元素, 其中 B 是使
得 [T ]BB 为上三角矩阵的基.

定义 8.4. 对于 F-线性映射 T : V → V , 全体特征值 λ 对应的特征向量构成了一个 F-线性
空间, 称为特征值 λ 的特征子空间 (eigenspace), 记做 Vλ.

命题 8.2. 对于 F-线性映射 T : V → V 以及其特征值 λ, 有

Vλ = ker(λ I−T ).

证明. 根据定义即可.

下面的引理是对角化理论的一个基石性结果:

引理 8.1. 设 T : V → V 是 F-线性映射, λ1, . . . , λk 是 T 的两两不同的特征值, vi 是 λi 对
应的非零特征向量, 则 v1, . . . , vk 线性无关.

证明. 对 k 做归纳法. 当 k = 1 时, v1 6= 0 故线性无关. 假设对 k − 1 个不同特征值结论成
立, 现设

a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk = 0.

对上式两端作用 T − λk I, 注意到 (T − λk I)vi = (λi − λk)vi, 从而

a1(λ1 − λk)v1 + a2(λ2 − λk)v2 + · · ·+ ak−1(λk−1 − λk)vk−1 = 0.

由归纳假设 v1, . . . , vk−1 线性无关, 因此 ai(λi − λk) = 0 对所有 1 ≤ i ≤ k − 1 成立. 又因为
λi 6= λk, 所以 a1 = · · · = ak−1 = 0, 代回原式得 akvk = 0, 由 vk 6= 0 知 ak = 0.
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定理 8.1. F-线性映射 T : V → V 可对角化当且仅当 V 有特征子空间分解, 即 V = Vλ1
⊕

· · · ⊕ Vλs
, 其中 λ1, . . . , λs 是 T 的全体不同特征值.

证明. 假设 V = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

, 则任取 Vλ1
, . . . , Vλs

的基, 将其并起来得到 V 的一组基, 则
在这组基下 T 对应的矩阵是对角矩阵; 另一方面, 假设 T 可对角化, 则可以找到 V 的一组
由特征向量构成的基, 这组基给出了 V 的特征子空间分解.

8.3 矩阵的相似与对角化

前两小节中, 我们用线性映射的语言建立了特征值理论. 在实际计算和应用中, 我们常
常直接面对矩阵. 本小节将上述结果翻译为矩阵语言, 并重点阐明相似分类的观点: 对角化
问题的本质是矩阵的相似等价类中是否包含一个对角矩阵.

定义 8.5 (矩阵的相似). 矩阵 A,B ∈ Mn×n(F) 称为相似的 (similar), 如果存在可逆矩阵
P ∈ GLn(F) 使得 B = P−1AP .

相似关系是一个等价关系, 它将 Mn×n(F) 分成若干不相交的相似等价类. 同一个等价
类中的所有矩阵不过是同一个线性映射在不同基下的表示矩阵: 若 A = [T ]BB, P 是从基 B′

到基 B 的过渡矩阵, 则 P−1AP = [T ]B
′

B′ . 因此, 与基的选取无关的不变量 (如行列式、秩、
迹、特征多项式等) 在相似矩阵之间保持不变.

命题 8.3. 相似矩阵有相同的特征多项式, 从而有相同的特征值 (含代数重数)、相同的行列
式和相同的迹.

证明. 设 B = P−1AP , 则

det(λ In−B) = det(λ In−P−1AP ) = det(P−1(λ In−A)P ) = det(λ In−A).

行列式是特征多项式的常数项 (至差一个符号), 迹是特征多项式 λn−1 项的系数 (至差一个
符号), 故它们也相同.

需要注意的是, 特征多项式相同不能保证矩阵相似. 例如 I2 和 ( 1 1
0 1 ) 有相同的特征多项

式 (λ− 1)2, 但它们不相似. 完全的相似不变量需要用到若尔当标准型 (参见 §1313).
利用相似关系, 我们可以将线性映射版的对角化判据直接翻译为矩阵语言:

定义 8.6 (矩阵的可对角化). 矩阵 A ∈ Mn×n(F) 称为可对角化的 (diagonalizable), 如果 A

相似于一个对角矩阵, 即存在可逆矩阵 P 使得 P−1AP 是对角矩阵. 等价地, A 作为 Fn 上
的线性变换 x 7→ Ax 是可对角化的.

定理 8.2. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 可对角化当且仅当 Fn 有特征子空间分解, 即 Fn = Vλ1
⊕· · ·⊕

Vλs
, 其中 λ1, . . . , λs 是 A 的全体不同特征值.

证明. 将 A 视为 Fn 上的线性变换, 直接应用定理 8.18.1即可.
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注 8.2. 将 A 可对角化写成 A = PΛP−1 的形式 (其中 Λ 是对角矩阵), 则 P 的各列恰好是
A 的特征向量, Λ 的对角元素是对应的特征值.

对角化的一个重要应用是高效计算矩阵的幂次. 若A = PΛP−1,其中 Λ = diag(λ1, . . . , λn),
则

Ak = PΛkP−1 = P diag(λk
1 , . . . , λ

k
n)P

−1, (9)

对角矩阵的幂次是平凡的, 因此只需一次对角化就能将 Ak 的计算化为代数运算. 这在动态
系统、概率论 (Markov 链) 和递推数列的求解中有广泛应用. 下面我们用一个遗传学中的
Markov 链模型来演示.

例 8.3 (基因型频率的演化). 考虑一个群体遗传学中的自体受精 (selfing) 模型. 某基因座
有两个等位基因 A 和 a, 基因型分为 AA、Aa、aa 三种, 设第 k 代的频率向量为 xk =

(xAA, xAa, xaa)
T . 在自体受精中, 每个个体与自身交配产生后代, 后代基因型由 Mendel 遗

传定律决定:

• 基因型 AA 的个体自交, 后代全为 AA;

• 基因型 Aa 的个体自交, 后代按 AA : Aa : aa = 1
4
: 1

2
: 1

4
分布;

• 基因型 aa 的个体自交, 后代全为 aa.

因此, 下一代中 AA 的频率为 xAA · 1 + xAa · 14 + xaa · 0, 其余类推. 将三种基因型的转移规
则写成列向量, 恰好给出矩阵乘法 xk+1 =Mxk, 其中转移矩阵为

M =


1 1

4
0

0 1
2

0

0 1
4

1

 .

经过 k 代后频率为 xk =Mkx0. 我们用对角化来计算 Mk.
(1) 特征多项式与特征值. M 是分块上三角矩阵, 计算得

χM (λ) = det(λ I3−M) = (λ− 1)2
(
λ− 1

2

)
.

特征值为 λ1 = 1(代数重数 2) 和 λ2 =
1
2
(代数重数 1).

(2) 特征子空间与对角化. 对 λ1 = 1, 解 (I3−M)v = 0 得

V1 = span



1

0

0

 ,


0

0

1


 ,
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几何重数 = 2 = 代数重数. 对 λ2 =
1
2
, 解 ( 1

2
I3−M)v = 0 得

V1/2 = span




1

−2
1


 .

取过渡矩阵

P =


1 0 1

0 0 −2
0 1 1

 ,

则 P−1MP = diag
(
1, 1, 1

2

)
.

(3) 计算 Mk. 根据(99),

Mk = P diag
(
1, 1,

1

2k

)
P−1.

令 k →∞, 由于 1
2k
→ 0, 得到

lim
k→∞

Mk = P diag(1, 1, 0)P−1 =


1 1

2
0

0 0 0

0 1
2

1

 .

从而

x∞ = lim
k→∞

Mkx0 =


xAA + 1

2
xAa

0

xaa +
1
2
xAa

 =


p

0

q

 ,

其中 p = xAA + 1
2
xAa 和 q = xaa + 1

2
xAa 正是初始群体中等位基因 A 和 a 的频率. 这意

味着: 经过若干代自体受精后, 杂合子 Aa 的比例趋于零, 群体最终完全纯合化, 纯合子 AA

和 aa 的比例恰好等于初始等位基因频率 p 和 q.
(4) 生物学意义. 特征值 λ1 = 1 对应的二维特征子空间 V1 反映了等位基因频率 p 和

q 在自交过程中始终不变——这是守恒量; 特征值 λ2 = 1
2
对应的特征向量 (1,−2, 1)T 描述

了杂合子偏离 Hardy-Weinberg 平衡的方向, 其系数以 ( 1
2
)k 的速率指数衰减. 这个例子展示

了对角化在理解动态系统长期行为中的威力: 不同特征值对应的成分分别刻画了系统的守
恒量和衰减模式.
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8.4 选读: PageRank、Markov 链与阻尼因子

选学背景

本小节把特征向量用于网页排序和随机过程. 阅读前最好先知道概率向量(所有分量
非负且和为 1)、行随机矩阵 (每行和为 1) 与列随机矩阵 (每列和为 1) 的区别. 若当
前目标是掌握特征值和对角化, 可以先读例子的直观叙述, 暂时跳过阻尼因子的严格
讨论.

第 1 节中, 我们曾用 PageRank 引出线性方程组. 当时我们只把它看作方程

Px = x

的求解问题. 现在有了特征值、特征向量和矩阵幂的语言后,可以重新理解这个例子: PageR-
ank 本质上是在寻找一个 Markov 链的平稳分布.
设共有 n 个网页. 如果第 j 个网页有链接指向若干网页, 并且用户在网页 j 上等概率点

击其中一个链接, 则记
pij =从网页j 跳转到网页i 的概率.

令
P = (pij) ∈Mn(R).

由于用户从每个网页 j 出发时, 总要跳到某个网页, 每一列的概率和为 1:
n∑

i=1

pij = 1, j = 1, . . . , n.

这样的矩阵称为列随机矩阵(column-stochastic matrix). 如果 xk ∈ Rn 表示第 k 步时用户
位于各网页的概率分布, 则

xk+1 = Pxk.

因此
xk = P kx0.

这正是一个离散时间 Markov 链.

定义 8.7 (平稳分布). 设 P 是列随机矩阵. 若向量 π ∈ Rn 满足

πi ≥ 0,
n∑

i=1

πi = 1,

并且
Pπ = π,

则称 π 为该 Markov 链的平稳分布 (stationary distribution).
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从特征值角度看, 平稳分布正是特征值 1 对应的非负特征向量, 再归一化为坐标和等于
1. PageRank 向量就是网页随机游走模型的平稳分布; πi 越大, 表示长期随机浏览过程中停
留在网页 i 上的比例越高, 因而该网页越重要.
列随机矩阵一定满足

1TP = 1T ,

其中 1 = (1, . . . , 1)T . 这说明若 x 是概率分布, 则

1T (Px) = 1Tx = 1,

所以矩阵乘法保持总概率. 同时, P 有特征值 1: 将 1TP = 1T 转置, 得到 P T 1 = 1. 因此 1

是 P T 的特征值; 又因为 P 和 P T 有相同的特征多项式, 所以 1 也是 P 的特征值.
接下来讨论收敛性. 理想情况下, 我们希望对任意初始分布 x0 都有

P kx0 −→ π.

如果 P 可以对角化, 且特征值可排列为

λ1 = 1, |λ2|, . . . , |λn| < 1,

那么这件事可以直接由矩阵幂看出. 设

P = S diag(1, λ2, . . . , λn)S
−1.

则
P k = S diag(1, λk

2 , . . . , λ
k
n)S

−1.

当 k →∞ 时, λk
2 , . . . , λ

k
n 都趋于 0, 只剩下特征值 1 对应的方向. 这就是 Markov 链长期稳

定的线性代数本质.
然而, 真实网页图可能并不满足这些理想条件. 例如, 某些网页没有任何出链, 或网页图

被分成互不连通的部分, 或随机游走在几个网页之间周期性跳动. 这些情况会导致平稳分布
不唯一或迭代不收敛. PageRank 的一个关键修正是加入阻尼因子(damping factor).
设 S 是根据网页链接得到的列随机矩阵. 取 0 < α < 1, 定义

G = αS + (1− α) 1
n

11T .

矩阵 G 称为带阻尼的 Google 矩阵. 它对应如下随机浏览模型:

• 以概率 α 按照当前网页的链接继续点击;

• 以概率 1− α 随机跳转到任意一个网页.
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第二种随机跳转也称为 teleportation. 由于 1
n

11T 的每个元素都为 1/n, 矩阵 G 的每个元
素都严格为正. 因而从任意网页都有正概率到达任意网页, 这消除了不连通和周期性造成的
困难.
矩阵 G 仍然是列随机矩阵. 事实上,

1TG = α1TS + (1− α) 1
n

1T 11T = α1T + (1− α)1T = 1T .

因此 G 同样保持概率分布.
阻尼因子还给出一种直观的收敛解释. 对两个概率分布 x, y, 有 1Tx = 1T y = 1, 所以

1

n
11T (x− y) = 0.

于是
Gx−Gy = αS(x− y).

由于列随机矩阵在 `1 范数下不会放大概率差异, 得到

‖Gx−Gy‖1 ≤ α‖x− y‖1.

这说明 G 把任意两个概率分布之间的距离至少按因子 α 收缩. 因而从任意初始分布出发做
迭代

xk+1 = Gxk

都会收敛到唯一的平稳分布 π, 即

Gπ = π,
n∑

i=1

πi = 1.

这就是 PageRank 算法中阻尼因子的线性代数意义: 它把一个可能不稳定、不唯一的特征向
量问题, 改造成一个具有唯一极限的矩阵迭代问题.

注 8.3. 在实际计算中, PageRank 通常不直接求解 (G− I)x = 0, 而是从某个初始概率分布
x0 出发, 重复计算 xk+1 = Gxk. 这称为幂迭代(power iteration). 当 Gkx0 收敛时, 极限向
量就是特征值 1 对应的 PageRank 向量.

习题 8.1. 设 P 是列随机矩阵. 证明若 x 是概率分布, 则 Px 仍是概率分布.

习题 8.2. 设 S 是列随机矩阵, G = αS + (1 − α) 1
n

11T . 证明 G 是列随机矩阵, 且 G 的所
有元素均大于等于 (1− α)/n.

习题 8.3. 设 S 是列随机矩阵. 证明对任意 u ∈ Rn,

‖Su‖1 ≤ ‖u‖1.

提示: 使用三角不等式以及 S 的元素非负、列和为 1.
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习题 8.4. 在上一题基础上, 证明对任意两个概率分布 x, y,

‖Gx−Gy‖1 ≤ α‖x− y‖1.

这说明阻尼因子越小, 收敛越快; 但 α 太小也会削弱真实链接结构对排名的影响.

8.5 代数重数与几何重数

定义 8.8. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F), 特征值 λ0 作为特征多项式 χA(λ) 的根 (定义 7.67.6) 的重
数称为 λ0 的代数重数 (algebraic multiplicity), 即 (λ−λ0)

n0 | χA(λ) 且 (λ−λ0)
n0+1 ∤ χA(λ)

时, n0 为代数重数.

定义 8.9. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(F), 特征值 λ 的特征子空间 Vλ 的维数称为 λ 的几何重数
(geometric multiplicity).

例 8.4. 假设矩阵 A ∈Mn×n(F) 只有一个特征值 λ1, 即其特征多项式为 (λ− λ1)
n. 根据定

理8.48.4可知 (A − λ1 In)n = 0, 因此 Fn = ker(A − λ1 In)n. 特别地, A 的特征值 λ1 的代数重
数为

n = dim{v ∈ Fn | (λ1 In−A)nv = 0}

命题 8.4. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F), 特征值 λ 的代数重数为 dimV ′λ, 其中

V ′λ = {v ∈ Fn |存在 k ∈ N≥0 使得 (λ In−A)kv = 0}

称为 λ 对应的广义特征子空间 (generalized eigenspace).

注 8.4. 上述命题的完整证明需要用到 Cayley-Hamilton 定理 (定理8.48.4) 以及特征多项式的
互素因子分解, 参见 §8.68.6. 这里的关键思路是: 设特征多项式为 χA(λ) =

∏s
i=1(λ− λi)

ni , 则
由 Cayley-Hamilton 定理 χA(A) = 0, 再利用互素多项式的核分解 (本质是多元裴蜀恒等式,
推论7.17.1) 可得 Fn =

⊕s
i=1 V

′
λi

, 从而 dimV ′λi
= ni. 广义特征子空间分解的完整叙述和证明

见定理13.113.1; 在该定理中, 我们也使用记号 V [λi] := ker(T − λi I)ni 表示广义特征子空间.

推论 8.2. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F) 的特征值 λ, 其几何重数小于等于代数重数.

证明. 注意到对于特征值 λ 我们有 Vλ ⊆ V ′λ.

定理 8.3. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 可对角化当且仅当对于每一个特征值 λ 其几何重数等于代数
重数.

证明. 假设 A 的特征多项式为 f(λ) = (λ − λ1)
n1 . . . (λ − λs)

ns . 由 Cayley-Hamilton 定理
(定理8.48.4), f(A) = 0. 注意到 (λ− λ1)

n1 , . . . , (λ− λs)
ns 两两互素, 根据多元裴蜀恒等式 (推

论7.17.1) 的核分解, 我们得到广义特征子空间的直和分解

Fn = V ′λ1
⊕ · · · ⊕ V ′λs

,
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且 dimV ′λi
= ni(即代数重数). 注意到代数重数等于几何重数当且仅当对任意 1 ≤ i ≤ s 有

V ′λi
= Vλi

, 此时 Fn = Vλ1
⊕ · · · ⊕ Vλs

, 根据定理8.28.2可知 A 可对角化. 反之, 若 A 可对角化,
则 Fn =

⊕
Vλi

, 每个 Vλi
⊆ V ′λi

且
∑

dimVλi
= n =

∑
ni, 因此 dimVλi

= ni.

8.6 Cayley-Hamilton 定理

定义 8.10. 对于 F-线性映射 T : V → V , 多项式 f(λ) ∈ F[λ] 称为其零化多项式 (annihila-
tion polynomial), 如果 f(T ) = 0.

注 8.5. 类似的, 我们可以对矩阵定义其零化多项式, 即将矩阵视作线性映射. 本节之后所有
的概念以及结果都可以用矩阵的语言叙述, 在此不再赘述.

引理 8.2. 对于任何 F-线性变换 T : V → V , 零化多项式总是存在.

证明. 任意取 V 的一组基, 考虑 T 在这组基下对应的矩阵 A. 假设 V 的维数为 n, 那么全
体矩阵组成的线性空间的维数是 n2, 从而 In, A,A2, . . . , An2

一定线性相关, 即存在不全为零
的 a0, a1, . . . , an2 使得

a0 In +a1A+ · · ·+ an2An2

= 0,

从而 f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an2xn
2

是零化多项式.

给定 F-线性变换 T : V → V , Cayley-Hamilton 定理改进上述结果, 证明总是存在一个
n 次的多项式是 T 的零化多项式, 其中 n 是 V 的维数.

定理 8.4 (Cayley-Hamilton). 对于 F-线性映射 T : V → V , 其特征多项式是其零化多项式.

为了证明这个结果, 我们先定义多项式环 F[λ] 在线性空间 V 上的数乘: 对于 h(λ) ∈
F[λ] 和 v ∈ V , 定义

h(λ) · v := h(T )v.

不难验证上述数乘有如下的性质:

(1) 对任意的 f1, f2 ∈ F[λ], v ∈ V , (f1f2) · v = f1 · (f2 · v);

(2) 对任意的 f1, f2 ∈ F[λ], v ∈ V , (f1 + f2) · v = f1 · v + f2 · v;

(3) 对任意的 f ∈ F[λ], c ∈ F, v ∈ V , (cf) · v = c(f · v);

(4) 对任意的 f ∈ F[λ], v, w ∈ V , f · (v + w) = f · v + f · w;

(5) 对任意的 f ∈ F[λ], c ∈ F, v ∈ V , f · (cv) = c(f · v).

特别地, λ 作为 F[λ] 的元素数乘 V 中的向量时, λ · v = Tv.
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Cayley-Hamilton 定理的证明. 任取 V 的一组基 B = (v1, . . . , vn), 设 T 在 B 下的表示矩阵
为 A = (aij), 则

λ · (v1, . . . , vn) = T (v1, . . . , vn) = (v1, . . . , vn)A.

将上述等式转置, 得到

λ ·


v1

v2
...
vn

 = AT


v1

v2
...
vn

 ,

即

(λ In−AT )


v1

v2
...
vn

 =


0

0
...
0

 . (10)

注意上述等式中, λ In−AT 应理解为元素在 F[λ] 中的矩阵, 而 v1, . . . , vn 是 V 中的向量; 等
式的意义由 F[λ] 在 V 上的数乘给出. 对于 F[λ] 系数的方阵, 我们仍可以定义其行列式和伴
随矩阵 (因为这些运算只涉及 F[λ] 中的加法与乘法), 且如下恒等式依然成立:

(λ In−AT )∗ · (λ In−AT ) = |λ In−AT | · In .

在(1010)两侧左乘伴随矩阵 (λ In−AT )∗, 得到

|λ In−AT | ·


v1

v2
...
vn

 =


0

0
...
0

 .

从而对任意的 1 ≤ i ≤ n, 有 |λ In−AT | · vi = 0. 由于 |(λ In−AT )| = χT (λ), 而 F[λ] 的数乘
由 T 定义, 这意味着 χT (T )vi = 0 对所有基向量 vi 成立, 故 χT (T ) = 0.

8.7 极小多项式

选学提示

极小多项式是判断可对角化的高效工具, 但抽象程度高于直接计算特征子空间. 初学
时可以先掌握二阶、三阶矩阵的特征值和特征向量, 再回到本小节理解可对角化判据
的统一表述.
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定义 8.11. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其次数最低的首一零化多项式被称为极小多项式
(minimal polynomial).

例 8.5 (二阶矩阵的极小多项式). 极小多项式记录的是 “用多低次数的多项式就能把矩阵消
成零”. 先看三个 2× 2 矩阵:

A1 =

(
2 0

0 3

)
, A2 =

(
2 1

0 2

)
, A3 =

(
2 0

0 2

)
.

对 A1 来说,
(A1 − 2I)(A1 − 3I) = 0,

且 A1 − 2I 6= 0, A1 − 3I 6= 0, 所以

mA1
(λ) = (λ− 2)(λ− 3).

对 A2 来说, 令 N = A2 − 2I =

(
0 1

0 0

)
, 则 N2 = 0 但 N 6= 0. 因而

mA2
(λ) = (λ− 2)2.

对 A3 = 2I 来说, 一次多项式已经足够:

mA3
(λ) = λ− 2.

注意 A2 与 A3 的特征多项式都是 (λ − 2)2, 但极小多项式不同. 这正说明极小多项式能看
出 “同一个特征值背后有没有不可对角化的方向”.

命题 8.5. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式整除其任何一个零化多项式.

证明. 假设 m(λ) 是 T 的极小多项式, f(λ) 是 T 的某个零化多项式, 作带余除法则有

f(λ) = m(λ)q(λ) + r(λ)

其中 r(λ) 显然也是 T 的零化多项式. 如果 r(λ) 不为零, 根据带余除法 (定理7.17.1) 的结果我
们有 deg r(λ) < degm(λ), 这与极小多项式的定义矛盾.

推论 8.3. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式是唯一的.

证明. 假设 m1(λ),m2(λ) 都是 T 的极小多项式, 从而有 m1(λ) | m2(λ) 以及 m2(λ) | m1(λ),
因此 m1(λ),m2(λ) 之间相差一个非零常数 c, 再利用首一性可知 m1(λ) = m2(λ).

推论 8.4. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式整除其特征多项式.

证明. 根据定理8.48.4可知特征多项式是零化多项式.
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命题 8.6. 对于 F-线性映射 T : V → V , 如果 f(λ) 是其零化多项式, 则其特征值 λ 也是该
多项式的根. 特别地, 是其极小多项式的根.

证明. 设 λ 是 T 的特征值, v 6= 0 是对应的特征向量, 则 Tv = λv. 对任意多项式 f(λ) =∑
i aiλ

i, 有
f(T )v =

∑
i

aiT
iv =

∑
i

aiλ
iv = f(λ)v.

若 f 是零化多项式, 则 f(T ) = 0, 从而 f(λ)v = 0. 由 v 6= 0 知 f(λ) = 0.

注 8.6. 根据推论8.48.4以及命题8.68.6可知, 如果 F-线性映射 T : V → V 的特征多项式分解为一
次因式的乘积

f(λ) = (λ− λ1)
n1 . . . (λ− λs)

ns ,

那么其极小多项式为
m(λ) = (λ− λ1)

k1 . . . (λ− λs)
ks ,

其中 ki ≤ ni, 1 ≤ i ≤ s.

定理 8.5. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其在 F 上可对角化当且仅当极小多项式 m(λ) 在
F[λ] 中可分解为一次因式的乘积, 且没有重根.

证明. 如果 T 可对角化, 即其在某一组基下的矩阵 A 是对角阵, 其不同的特征值分别记为
λ1, . . . , λs, 此时 A 的极小多项式 m(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λs); 另一方面, 假设 T 的极小多
项式为 m(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λs), 其中 λ1, . . . , λs 互不相同, 考虑

hi(λ) =
m(λ)

(λ− λi)
,

则 gcd(h1, . . . , hs) = 1, 从而根据多元裴蜀恒等式 (推论7.17.1) 存在 k1(λ), . . . , ks(λ) ∈ F[λ] 使
得

k1(λ)h1(λ) + · · ·+ ks(λ)hs(λ) = 1.

即
k1(T )h1(T ) + · · ·+ ks(T )hs(T ) = In,

其中 n = dimV . 任取 v ∈ V , 我们可以将其分解为 v = v1 + · · ·+ vs, 其中

vi = ki(T )hi(T )v.

如果我们记 Vi = ker(λi I−T ), 那么

(1) vi ∈ Vi, 这是因为 (A− λi In)vi = ki(T )m(T )v = 0.

(2) 任取 1 ≤ i ≤ s 以及 v ∈ Vi ∩
∑

j ̸=i Vj , 则有

0 = (k1(T )h1(T ) + · · ·+ ks(T )hs(T ))v = v.

203



从而根据命题3.153.15有
V = Vλ1

⊕ · · · ⊕ Vλs
.

根据定理8.18.1可知 T 可对角化.

推论 8.5. n 维 F-线性空间 V 上的 F-线性映射如果有 n 个不同的特征值, 则其可对角化.

证明. 假设特征多项式 f(λ) = (λ − λ1) . . . (λ − λn), 其中 λ1, . . . , λn 互不相同. 根据命
题8.68.6,极小多项式 m(λ)的每个根都是特征值,因此 m(λ)以 λ1, . . . , λn 为根. 又因为 m(λ) |
f(λ)(推论8.48.4) 且 degm ≤ n, 而 m(λ) 至少有 n 个不同的根 (因而 degm ≥ n), 从而
m(λ) = f(λ) = (λ − λ1) . . . (λ − λn) 是没有重根的一次因式乘积, 由定理8.58.5知 T 可对角
化.

推论 8.6. F-线性映射 T : V → V 可对角化, 假设 W 是 T -不变子空间, 则 T |W : W → W

也可对角化.

证明. 假设 mV (λ) 是 T : V → V 的极小多项式, 那么其也是 T |W : W → W 的零化多项式,
从而 mW (λ) 整除 mV (λ). 从而如果 mV (λ) 可以分解为没有重根的一次因式乘积, mW (λ)

也可以分解为没有重根的一次因式乘积, 从而 T |W 可对角化.

定义 8.12. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 称为幂等矩阵 (idempotent matrix), 如果 A2 = A.

命题 8.7. 幂等矩阵 A 在任何域 F 上都可对角化.

证明. 注意到 λ2 − λ = λ(λ − 1) 是 A 的零化多项式, 从而其极小多项式整除 λ(λ − 1). 由
于 0 6= 1 在任何域中成立, λ(λ− 1) 是没有重根的一次因式乘积, 根据定理8.58.5可知 A 可对角
化.

定义 8.13. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 称为对合矩阵 (involution), 如果 A2 = In.

命题 8.8. 假设 F 的特征不为 2, 则对合矩阵 A 在 F 上可对角化.

证明. 注意到 λ2 − 1 是 A 的零化多项式, 从而其极小多项式整除 λ2 − 1. 如果 F 的特征不
为 2, λ2 − 1 在 F 可以分解为 (λ− 1)(λ+ 1), 其中 1 6= −1, 从而根据定理8.58.5可知 A 可对角
化.

定义 8.14. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 被称为幂零矩阵 (nilpotent matrix), 如果存在 k ∈ N≥0 使得
Ak = 0.

命题 8.9. 幂零矩阵的特征值都为零.

证明. 如果 A 是幂零矩阵, 则某个单项式 λk 是 A 的零化多项式, 特别地, 根据命题8.68.6有幂
零矩阵的特征值都为零.
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推论 8.7. 幂零矩阵可对角化当且仅当其为零矩阵.

证明. 一方面, 如果其可对角化, 由于其特征值都为零从而有其为零矩阵; 另一方面, 零矩阵
当然是可对角化的幂零矩阵.

注 8.7. 上述推论也可以通过极小多项式的观点看出: 如果 A 是非零的幂零矩阵, 那么其极
小多项式为 λk(k ≥ 2), 从而不是没有重根的一次因式的乘积.

8.8 友阵

选学提示

友阵把“多项式”直接做成“矩阵”, 是通向若尔当标准型和有理标准型的桥梁. 本
小节属于挑战性内容; 若主线目标是计算特征值和判断对角化, 可先略读定义和例子.

在上一小节中, 我们看到极小多项式精确地刻画了线性变换的可对角化性. 自然的问题
是: 极小多项式和特征多项式之间还有什么更深的联系? 本小节引入友阵的概念, 它建立了
多项式与矩阵之间的直接桥梁, 并在后续的若尔当标准型理论中扮演重要角色.

定义 8.15 (友阵). 给定首一多项式 f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ+ a0 ∈ F[λ], 其友阵

(companion matrix)定义为

C(f) =



0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 −an−1


∈Mn×n(F).

友阵的结构非常简洁: 次对角线全为 1, 最后一列由多项式的系数 (取负号) 决定, 其余
位置为 0. 下面的命题说明友阵完美地 “实现” 了给定的多项式.

例 8.6 (二阶友阵的手算). 取
f(λ) = λ2 − 3λ+ 2.

这里 a1 = −3, a0 = 2, 因而

C(f) =

(
0 −2
1 3

)
.

直接计算

λI − C(f) =

(
λ 2

−1 λ− 3

)
, det(λI − C(f)) = λ(λ− 3) + 2 = λ2 − 3λ+ 2 = f(λ).
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同时
C(f)2 − 3C(f) + 2I = 0.

而 C(f)− 2I 6= 0, C(f)− I 6= 0, 所以没有一次多项式能消去 C(f). 因此这个例子中

χC(f)(λ) = mC(f)(λ) = f(λ).

从基向量角度看, C(f)e1 = e2, 而

C(f)e2 = −2e1 + 3e2.

也就是说, 前一步不断把 e1 推到下一个基向量, 最后一步才由多项式 f 的系数给出回收关
系.

命题 8.10. 友阵 C(f) 的特征多项式等于 f(λ).

证明. 我们对 n 做归纳法. 当 n = 1 时, C(f) = (−a0), 特征多项式为 λ + a0 = f(λ), 结论
成立.
设结论对 n− 1 阶友阵成立. 对 n 阶友阵 C(f), 按第一行展开行列式:

det(λ In−C(f)) = det



λ 0 · · · 0 a0

−1 λ · · · 0 a1

0 −1 · · · 0 a2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · −1 λ+ an−1


.

按第一列展开, 得到

det(λ In−C(f)) = λ · det(λ In−1−C(g)) + (−1)n+1 · (−1) · (−1)n−1a0,

其中 g(λ) = λn−1 + an−1λ
n−2 + · · · + a1 是去掉常数项并降一次后的多项式, 对应 C(f) 删

去第一行第一列后的 (n− 1) 阶矩阵. 由归纳假设 det(λ In−1−C(g)) = g(λ), 从而

det(λ In−C(f)) = λ · g(λ) + a0 = λ(λn−1 + an−1λ
n−2 + · · ·+ a1) + a0 = f(λ).

命题 8.11. 友阵 C(f) 的极小多项式也等于 f(λ).

证明. 设 A = C(f), 记标准基 e1, . . . , en 为 Fn 的列向量. 注意到 A 的结构给出

Ae1 = e2, Ae2 = e3, . . . , Aen−1 = en,
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即 Ak−1e1 = ek 对所有 1 ≤ k ≤ n 成立. 假设 m(λ) = λd + bd−1λ
d−1 + · · ·+ b0 是 A 的极小

多项式, 则 m(A) = 0. 特别地,

m(A)e1 = Ade1 + bd−1A
d−1e1 + · · ·+ b0e1 = ed+1 + bd−1ed + · · ·+ b0e1 = 0.

由于 e1, . . . , en 线性无关,上式要求 d+1 ≤ n(否则 ed+1 不存在)时各系数为零. 但若 d < n,
则 ed+1 的系数为 1 6= 0, 矛盾. 因此 d ≥ n. 又因为极小多项式整除特征多项式 f(λ)(推
论8.48.4), 且 deg f = n, 故 d ≤ n, 从而 d = n, 即 m(λ) = f(λ).

注 8.8. 从线性变换的角度看, 友阵的本质含义如下: 考虑 Fn 上的线性变换 T : x 7→ C(f)x,
则向量 e1 在 T 的反复作用下生成了整个空间:

e1, T e1 = e2, T
2e1 = e3, . . . , T

n−1e1 = en.

这样的向量 e1 称为 T 的一个循环向量 (cyclic vector). 友阵恰好是线性变换在循环向量所
生成的有序基下的表示矩阵.

下面的定理是本小节的核心结果, 它精确刻画了矩阵何时相似于友阵:

定理 8.6. 矩阵 A ∈Mn(F) 相似于某个 n× n 友阵当且仅当 A 的极小多项式等于其特征多
项式.

证明. (⇒) 若 A 相似于友阵 C(f), 则 A 和 C(f) 有相同的特征多项式和极小多项式. 由命
题8.108.10和命题8.118.11, C(f) 的特征多项式和极小多项式都等于 f(λ). 因此 mA(λ) = χA(λ).

(⇐) 假设 mA(λ) = χA(λ). 因为 χA 是 n 次首一多项式, 所以 degmA = n. 我们先证
明存在 v ∈ Fn, 使得 v 关于 A 的极小零化多项式等于 mA.
对非零向量 x ∈ Fn, 记 µx(λ) 为满足 µx(A)x = 0 的首一最低次多项式. 若 q(A)x = 0,

对 q 除以 µx 作带余除法, 可知 µx | q.
取 Fn 的一组基 b1, . . . , bn. 一个多项式 q 满足 q(A) = 0 当且仅当 q(A)bi = 0 对所有 i

成立, 因而
mA = lcm(µb1 , . . . , µbn).

将 mA 在 F[λ] 中分解为两两不同的首一不可约多项式的乘积

mA(λ) = π1(λ)
e1 · · ·πr(λ)er .

由于 mA 是上述 µbi 的最小公倍式, 对每个 j, 存在某个基向量 uj = bi 使得 µuj
含有因子

π
ej
j . 写

µuj
(λ) = πj(λ)

ejsj(λ), gcd(πj , sj) = 1.

令 wj = sj(A)uj . 由于 πj(A)
ejwj = 0, 且若 h(A)wj = 0 则 µuj

| hsj , 从而 π
ej
j | h, 可得

µwj
= π

ej
j .
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下面说明互素因子可以相加拼合. 若非零向量 u,w 满足 gcd(µu, µw) = 1, 则 µu+w =

µuµw. 一方面, µu(A)µw(A)(u+ w) = 0, 所以 µu+w | µuµw. 另一方面, 若 h(A)(u+ w) = 0,
则

h(A)u = −h(A)w.

左边属于由 u 生成的 A-循环子空间, 右边属于由 w 生成的 A-循环子空间. 若某向量同时属
于这两个循环子空间, 它同时被 µu(A) 和 µw(A) 消去. 由 gcd(µu, µw) = 1 和裴蜀恒等式,
这个公共向量只能为 0. 因此 h(A)u = 0 且 h(A)w = 0, 于是 µu | h 且 µw | h. 由于 µu, µw

互素, 有 µuµw | h. 这证明 µu+w = µuµw.
反复应用上面的结论, 对

v = w1 + · · ·+ wr

有
µv = µw1

· · ·µwr
= πe1

1 · · ·πer
r = mA.

于是 degµv = degmA = n. 如果 v,Av, . . . , An−1v 线性相关, 则存在次数小于 n 的非
零多项式 q 使得 q(A)v = 0, 这与 µv 的次数为 n 矛盾. 因此

B = (v,Av, . . . , An−1v)

是 Fn 的一组基.
设

mA(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0.

在基 B 下, 前 n− 1 个基向量满足

v 7→ Av, Av 7→ A2v, . . . , An−2v 7→ An−1v.

而 mA(A)v = 0 给出
Anv = −a0v − a1Av − · · · − an−1An−1v.

因此 A 在基 B 下的矩阵为 

0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 −an−1


,

也就是 mA(λ) 的友阵. 故 A 相似于友阵.

注 8.9. 上述定理的 “⇐” 方向的关键是循环向量的存在性. 证明中并不是比较不同向量的
零化多项式次数, 而是先用一组基向量的零化多项式取最小公倍式得到 mA, 再利用不可约
因子的互素分解和裴蜀恒等式, 拼出一个零化多项式恰好为 mA 的向量.
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例 8.7. 考虑多项式 f(λ) = λ3 − 6λ2 + 11λ− 6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3), 其友阵为

C(f) =


0 0 6

1 0 −11
0 1 6

 .

C(f) 的特征多项式为 f(λ), 极小多项式也是 f(λ). 由于 f 有三个不同的根, C(f) 可对角
化, 并且相似于 diag(1, 2, 3).

例 8.8. 考虑矩阵 A = diag(1, 1, 2) ∈ M3×3(R). 其特征多项式为 χA(λ) = (λ − 1)2(λ − 2),
但极小多项式为 mA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)(因为 (A− I3)(A− 2 I3) = 0). 由于 mA 6= χA, 根
据定理 8.68.6, A 不相似于任何友阵.

8.9 计算示例

例 8.9. 考虑矩阵

A =


4 −1 1

2 1 1

−2 1 1

 ∈M3×3(R).

(1) 特征多项式. 计算

χA(λ) = det(λ I3−A) = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3).

(2) 特征值与特征子空间. 特征值为 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3. 解齐次方程组可得

V1 = span




0

1

−1


 , V2 = span




1

1

−1


 , V3 = span



1

1

0


 .

每个特征子空间的维数为 1, 等于相应的代数重数.
(3) 可对角化判断. 由于 A 有 3 个互不相同的特征值 (引理 8.18.1), 取这三个特征向量

组成过渡矩阵

P =


0 1 1

1 1 1

−1 −1 0

 ,

则 P−1AP = diag(1, 2, 3).

例 8.10. 考虑矩阵

B =

(
2 1

0 2

)
∈M2×2(R).
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其特征多项式为 χB(λ) = (λ− 2)2, 唯一的特征值 λ = 2 的代数重数为 2. 而

V2 = ker(2 I2−B) = ker
(
0 −1
0 0

)
= span

{(
1

0

)}
,

其几何重数为 1 < 2 = 代数重数. 因此 B 不可对角化.
从极小多项式的角度看, mB(λ) = (λ− 2)2(因为 B − 2 I2 6= 0 但 (B − 2 I2)2 = 0), 极小

多项式有重根, 故不满足定理 8.58.5的可对角化判据.

x

y

原网格

( 1 1
0 1 )

x

y 方向被推斜

特征方向

错切后

图 14: 错切矩阵保持水平方向不变, 但没有足够多的特征方向, 因此不可对角化.

8.10 习题

8.10.1 练习题

习题 8.5 (二维人口模型). 某种群分为幼年和成年两类. 每一年后, 幼年个体中有一半成长
为成年个体, 成年个体平均产生 2 个幼年个体, 且成年个体有一半存活到下一年. 令

xk =

(
第k 年幼年数量
第k 年成年数量

)
.

1. 写出矩阵 A 使得 xk+1 = Axk.

2. 求 A 的特征值.

3. 哪个特征值决定长期增长率? 对应特征向量如何解释长期年龄比例?

习题 8.6 (不可对角化时的矩阵幂). 设

A =

(
1 1

0 1

)
= I +N, N =

(
0 1

0 0

)
.

1. 验证 N2 = 0.

2. 利用二项式公式计算 An.

210



3. 说明为什么 An 中出现了 n 这一因子, 而对角矩阵的幂只会出现 λn.

习题 8.7. 求矩阵

A =


1 2 3

0 4 5

0 0 6


的特征多项式、全部特征值及其代数重数和几何重数, 并判断 A 是否可对角化.

习题 8.8. 设 A ∈ Mn×n(F) 可逆, 特征多项式为 χA(λ) = λn + cn−1λ
n−1 + · · · + c0. 利用

Cayley-Hamilton 定理 (定理8.48.4) 证明:

A−1 = − 1

c0

(
An−1 + cn−1A

n−2 + · · ·+ c1 In
)
.

由此说明 A−1 可以表示为 A 的多项式.

习题 8.9. 设 A ∈Mn×n(F) 为幂等矩阵 (A2 = A), 证明 tr(A) = rank(A).

习题 8.10. 证明: 相似矩阵有相同的极小多项式. 反过来, 给出一个例子说明极小多项式相
同的两个矩阵不一定相似.

习题 8.11. 设 T : V → V 是 F-线性映射, T 可对角化, W 是 T -不变子空间. 利用商空间上
的诱导映射 (命题4.114.11), 证明 T : V /W → V /W 也可对角化.

习题 8.12. 设 A,B ∈ Mn×n(F), 且 AB = BA. 如果 A,B 都可对角化, 证明存在可逆矩阵
P 使得 P−1AP 和 P−1BP 同时为对角矩阵.
(提示: 对 A 的某个特征子空间 Vλ, 证明 B(Vλ) ⊆ Vλ, 然后考虑 B 在每个 Vλ 上的限制.)

习题 8.13 (计算练习). 判断下列矩阵 A 是否可在复数域上对角化. 在可对角化的情形, 给
出可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 是对角矩阵.

1. A =


−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1



2. A =


4 7 −5
−4 5 0

1 9 −4



3. A =


4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


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4. A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


习题 8.14. 求矩阵

A =

(
2 0

0 3

)
的特征值与对应特征向量。

习题 8.15. 求矩阵

A =

(
1 1

0 1

)
的特征值，并判断它是否有两条不同的特征方向。

习题 8.16. 求矩阵

A =

(
4 1

2 3

)
的特征多项式、特征值和特征向量。

习题 8.17. 判断矩阵

A =


1 0 0

0 2 0

0 0 3


是否可对角化。若可对角化，写出一个对角化。

习题 8.18. 设线性变换 T : R2 → R2 关于标准基的矩阵为(
0 1

1 0

)
.

从几何上解释它的两个特征方向。

习题 8.19. 设数列满足 (
an+1

bn+1

)
=

(
2 1

1 2

)(
an

bn

)
.

求矩阵的特征值，并说明为什么这有助于研究数列的长期变化。

习题 8.20. 给出一个 2× 2 实矩阵，使它没有实特征值。解释其几何意义。
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8.10.2 思考题

习题 8.21. 已知 A ∈ Mn(C) 的特征值 (按代数重数计) 为 λ1, λ2, · · · , λn(其中可能有相同
的数). 对多项式 f = amX

m + · · · a0 ∈ C[X], 定义 f(A) = amA
m + · · ·+ a0In. 则 f(A) 的

特征值集合 (按代数重数计) 是什么?

习题 8.22. 固定复数 b, c ∈ C. 假设有数列 (an) 满足递推公式 an+1 = ban + can−1. 以下你
将利用矩阵对角化和上三角化来求通项公式.

1. 令向量 xn = (an, an−1)
T . 写下 xn 的递推公式 xn = Axn−1. 其中 A 是二阶复方阵.

2. 求矩阵 A 的特征值 λ1, λ2 并判断在复数域上是否可以对角化.

3. 如果 A 可以对角化, 利用对角化求 An.

4. 如果 A 不能对角化, 证明 A 相似于矩阵 λ1I2+N , 其中 N2 = 0. 利用二项展开求 An.

习题 8.23. 证明复循环矩阵 

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

an−1 an a1 · · · an−2
...

...
... . . . ...

a2 a3 a4 · · · a1


(在复数域上) 可对角化, 并求该矩阵的特征值以及行列式. (Hint: 考虑循环方阵

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

0 0 0 · · · 0
...

...
... . . . ...

1 0 0 · · · 0


和习题8.218.21.)

习题 8.24. 设 A ∈ Mn(C) 满足 tr(Ak) = 0, 对任何 0 < k ≤ n. 证明 An = 0. (Hint: 考虑
习题8.218.21.)

习题 8.25. 设 A,B ∈ Mn(C) 满足 AB = BA, 证明 A 的某个特征值对应的特征子空间也
是 B 的不变子空间.

习题 8.26. 设 T ⊂Mn(C) 是一些交换矩阵构成的集合, 即对任何 T1, T2 ∈ T , T1T2 = T2T1.
证明, T 可以同时上三角化, 即存在 P ∈ GLn(C), 使得对任何 T ∈ T , P−1TP 是上三角矩
阵.
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习题 8.27. 考虑平面上绕原点的旋转变换对应的矩阵, 求其复特征值, 并判断在复数域上是
否可以对角化.

习题 8.28. 对域 F 上的二阶方阵 A，请通过直接计算验证 Cayley-Hamilton 定理：A 的特
征多项式为 fA(x) = x2 − tr(A)x+ det(A)，则 A 满足 fA(A) = 0. 请思考该定理中将域上
的方阵替换成任意环上是否依然成立.

习题 8.29. 利用 Cayley-Hamilton 定理，证明域 F 上的任意可逆方阵 A 的伴随都可以写
成 A 的多项式. 请思考对于环 R 上的一般方阵 A(不要求可逆) 这个结论是否依然成立.

习题 8.30. 假设 T 是 F -线性空间 V 上的线性变换，W 是 T 的不变子空间. 如果 T 可对
角化，请问 T 在 W 的限制是否一定可对角化? 如果是请证明，如果不是请给出反例.

习题 8.31. 对域 F 上的方阵 A，如果 µ 是 A 的特征值，证明 µ 一定是 A 的极小多项式
的根.

习题 8.32. 假设复方阵 A 满足 An = I, 证明 A 可以复对角化.

习题 8.33. 假设两个实方阵在复数域上相似，证明其在实数域上也相似.

习题 8.34. 假设 n 阶实方阵 A 满足 A2 = −I，证明 A 的阶数 n 为偶数，且 A 在实数域
上不能对角化，在复数域上可以对角化. 请对每个偶数 n 给出一个这样的矩阵的例子.

习题 8.35. 找出以下矩阵 A 的极小多项式.

A =


1 1 0

0 1 1

0 0 1


习题 8.36. 设 A,B ∈Mn(C) 满足 AB −BA = A, 证明 A,B 有公共的特征向量.

习题 8.37 (Gershgorin圆盘定理). 假设 A = (aij) 是复方阵. 定义 Di = {z ∈ C | |z−aii| ≤∑
j ̸=i,1≤j≤n |aij |} 为复平面上的圆盘. 证明 A 的特征值落在这些圆盘的并里 ∪iDi. （这称

为 Gershgorin circle theorem, 有更精细的估计在哪些圆盘里有多少特征值的版本. 在估计
特征值范围时还可以用对角矩阵 Λ 共轭作用于 A, 即考虑 Λ−1AΛ 来改变圆盘的位置, 请思
考如何选取 Λ 来得到更精细的估计. ）

习题 8.38 (PageRank 与列随机矩阵). 在 Google PageRank 算法中，我们写下了一个 n 维
向量 x = (x1, x2, · · · , xn)T，表示一个网页的权重。我们假设每个网页都有一个初始权重
xi，并且第 j 个网页都有一个链到其他网页 i 的概率 pij。我们可以用一个 n × n 的矩阵
P = (pij) 来表示这个概率分布; 按此约定 P 是列随机矩阵, 即每一列元素非负且列和为 1.
求解权重向量时，我们写下方程 Px = x。请证明 P 有特征值 1, 并且所有复特征值的绝对
值小于等于 1.
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习题 8.39. 假设写出一个用极小多项式判定域 F 上的 n 阶方阵 A 是可上三角化的充分必
要条件，并证明.

习题 8.40. 假设域 F 上的 n 阶方阵 A 是可对角化的，证明 AT 也是可对角化的. 请思考
当 A 可以上三角化时，AT 是否也可以上三角化.

习题 8.41. 假设域 F 上的 n 阶方阵 A 是可对角化的，m 阶方阵 B 也是可以对角化的, 证
明 F 线性空间 Mn×m(F ) 上的线性变换 T，T (X) = AXB 也是可对角化的. 请找出 T 的
determinant 和 trace 与 A 和 B 的关系. 请思考 A 和 B 可以上三角化时，T 是否也可以
上三角化.

习题 8.42. 假设域 F 上的有限维线性空间有线性变换 T，和 T 的不变子空间 W，则 T 诱
导了商空间上 V /W 上的线性变换 T̃ . 证明 T 的特征多项式等于 T |W 和 T̃ 的特征多项式
的乘积.

习题 8.43 (AB 与 BA 的非零特征值). 设 A,B ∈Mn(C)。

1. 证明 AB 和 BA 具有相同的非零特征值（含重数）。

2. 证明 rank(AB − In) = rank(BA− In)，并推出若 AB = In，则 BA = In。

3. 若 A 是 m× n 矩阵，B 是 n×m 矩阵，m 6= n，证明

λn det(λIm −AB) = λm det(λIn −BA).

习题 8.44. 对域 F 上的 n 阶方阵 A, 特征多项式 det(λI −A) = λn + s1λ
n−1 + · · ·+ sn 的

展开系数 sk 定义了函数 Sk : Mn(F ) → F,A 7→ sk. 证明这些函数满足 Sk(AB) = Sk(BA).
请思考将域 F 换成任意交换环 R, 这个结论是否成立.

习题 8.45. 假设可交换的复方阵 A 和 B, 满足 Bn = 0. 证明 A 和 A+B 有相同的特征多
项式. 请思考将复数域换成任意域 F , 这个结论是否成立.

习题 8.46. 考虑复数域 C 上的 n 阶方阵组成的线性空间 V =Mn(C), 以及 V 上的线性变
换

T : V → V,X 7→ ATXA.

1. 假设 W 是对称矩阵组成的 V 的子空间, U 是反对称矩阵组成的 V 的子空间, 证明
V =W ⊕ U , 且 W 和 U 都是 T 的不变子空间.

2. 求线性变换 T |W : W → W 和 T |U : U → U 的行列式以及迹，请用 A 的行列式以及
迹表示.
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习题 8.47. 如下归纳地定义方阵

A1 =

[
0 1

1 0

]
, An =

[
An−1 I

I −An−1

]
.

求 An 的特征多项式.

习题 8.48. 请对以下 f, g ∈ F [t] 求以下带余除法, f = gq + r.

1. f = t3 + 2t2 + 3t+ 4, g = t2 + t+ 1.

2. f = t5 + t4 + t3 + t2 + t+ 1, g = t3 + t2 + t+ 1.

习题 8.49. 假设域 F 上的 n-阶矩阵 A 的特征多项式 fA(λ) 等于其极小多项式，证明 A 相
似于 fA 的友阵.

习题 8.50. 请用直接计算行列式的方法计算出友阵的特征多项式.

习题 8.51.

1. 假设 I 是环 R 的理想，请在商集 R/I 上定义加法和乘法，使得 R/I 成为一个环.

2. 如果一个 F 线性空间 V 上的线性变换 T 对应的极小多项式是 m(λ), 请证明 V 有
F [λ]/(m(λ))-模结构.

3. 假设 n-维实线性空间 V 上有一个线性变换 T 满足 T 2 = − In. 请利用 T 给出 V 的
一个复线性空间结构.

4. 在以上的条件下，假设 A 是 V 上的所有和 T 交换的实线性变换组成的实线性空间.
请求出 dimRA. (提示：构造 A 和 EndCV 之间的同构.)

习题 8.52. 以下是使用对角化的极小多项式判定法则来求解微分方程的例子. 假设 V 是
R 上无穷次可导的实值函数组成的线性空间. 线性变换 D : V → V 定义为 D(f) = f ′. 令
a1 · · · an 是互不相同的实数, W 是线性变换 (D − a1Id) ◦ · · · ◦ (D − anId) 的 kernel. 证明

1. W 是 D 的不变子空间.

2. 模仿线性代数中对角化的极小多项式判定法则，证明 W 是 ker(D − aiId) 的直和, 即
W = ⊕n

i=1 ker(D − ai I).

3. 已知 f ′ = f 的解形如 f(x) = Cex，其中 C 是任意实数. 求解

f ′′ − 3f ′ + 2f = 0.

4. 进一步思考: 请尝试推广以上结论到齐次的常系数线性微分方程的情形. 你需要求解
哪些基础的微分方程来得到所有的解.
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习题 8.53. 假设 R 是交换环, m ≤ n 是正整数. 假设 A ∈ Mm×n(R) 是一个元素取值在 R

上的 m× n 矩阵. 假设 I 是 A 的 m×m 子式生成的 R 的理想. 对任意 f ∈ I, 存在矩阵
B ∈Mn×m(R) 使得 AB = f Im. 这里 m×m 子式指的是 A 中任意取出不重复的 m 行 m

列得到的行列式.

习题 8.54 (单特征值的一阶微扰公式). 设 n 阶实矩阵 A 的某个特征值为 λ0 ∈ R，且代数
重数为 1。设 A 有右特征向量 v，AT 有对应特征向量 u。

1. 证明 uT v 不可能为零。

2. 令 A(t) = A+ tC。在 t = 0 附近设 λ(t) 是对应的可微特征值函数，且 λ(0) = λ0。求
λ′(0)。

习题 8.55 (实对称矩阵的 Stieltjes 变换与相似). 对于实对称矩阵 A ∈Mn(R)，定义

mA(z) = tr
(
(A− zI)−1

)
, z ∈ C \ R.

若 A1, A2 是两个 n 阶实对称矩阵，且对 n 个不同的上半平面复数 z1, . . . , zn，都有

mA1
(zk) = mA2

(zk) (k = 1, . . . , n),

问是否一定有 A1 与 A2 相似？请证明或给出反例。

习题 8.56 (半正定矩阵乘积的特征值界). 假设 A,B 都是正定实对称矩阵，且最大特征值
严格小于 1。证明：

1. 2I −AB −BA 是正定矩阵；

2. AB +BA+ 1
2
I 是正定矩阵。

习题 8.57 (迹矩与谱半径). 设 A 是 n × n 实对称矩阵，其特征值为 λ1, . . . , λn。证明：
tr(A2m) ≤ Cm 对任意正整数 m 和某个常数 C > 0 成立，当且仅当 A 的所有特征值绝对值
都不超过

√
C。

习题 8.58 (秩一扰动与特征值交错). 设 A 是 n× n 实对称矩阵，特征值为 λ1 ≥ · · · ≥ λn。
设 v ∈ Rn 非零，t > 0，令

Ã = A+ tvvT ,

其特征值为 λ̃1 ≥ · · · ≥ λ̃n。

1. 证明秩一扰动的交错不等式。

2. 若 v 不与任何 A 的特征向量正交，证明 Ã 的特征向量不与 v 正交，且 Ã 的每个特
征值都是关于 t 的严格单调函数。
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习题 8.59 (强正则图的邻接矩阵). 设 G 是强正则图，参数为 srg(n, d, λ, µ)，邻接矩阵为 A，
J 为全 1 矩阵。

1. 证明
A2 = dI + λA+ µ(J − I −A),

并推出 A 至多有三个不同特征值。

2. 对 Petersen 图求出 A 的全部特征值及其重数。

习题 8.60 (Walsh–Hadamard 矩阵的谱). 对 n ≥ 0，递归定义

H0 = (1), Hn =

(
Hn−1 Hn−1

Hn−1 −Hn−1

)
(n ≥ 1).

求 Hn（n ≥ 1）的全部特征值及其对应特征子空间的维数。

习题 8.61 (正交矩阵的负行列式). 假设实方阵 A 是 n 阶正交阵，满足 ATA = In，且
det(A) < 0。证明：

det(In +A) = 0.

习题 8.62 (Perron–Frobenius 应用). 设 A 是一个 n×n 严格正矩阵，所有元素 aij > 0，并
且每列元素之和都为 1。证明 λ = 1 是 A 的特征值，并且对于任意初始概率向量 v > 0，序
列 Akv 的极限存在。
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9 双线性型与二次型

在前面的章节中, 我们系统地研究了线性空间上的线性变换理论. 从本节开始, 我们转
向另一个核心问题: 在线性空间上引入 “度量” 结构. 这一问题的数学抽象正是双线性型的
理论.
双线性型理论的核心内容包括: 对称双线性型（及其对应的二次型）的分类——Sylvester

惯性定理; 反对称双线性型的分类——辛标准形; 以及推广到复数域上的厄米特型. 这些理
论不仅是下一节引入内积空间和谱定理的基础, 也在微分几何（黎曼度量）、辛几何和量子
力学等领域有着广泛的应用.
从几何角度看, 二次型之所以重要, 是因为方程

ax2 + bxy + cy2 = 1

这样的表达式虽然外形复杂, 但经过适当的坐标变换后往往能够化成椭圆、双曲线或抛物线
的标准形式. 也就是说, 对角化并不只是代数技巧, 而是在帮助我们识别一个几何对象真正
的形状. 从分析和力学角度看, 二次型又经常扮演局部能量的角色: 正定时像一个碗, 不定时
像一个马鞍, 因而它自然地联系到稳定性与极值问题. 甚至在狭义相对论中, Minkowski 度
量对应的也是一个不定二次型, 其符号结构区分了不同类型的时空方向.
二次型与优化中的“地形”

多元函数在临界点附近常可用二次型近似:

f(x0 + h) ≈ f(x0) +
1

2
hTHh,

其中 H 是 Hessian 矩阵. 若 H 正定, 临界点附近像一个碗底, 是局部极小值; 若 H

有正有负, 附近像马鞍面, 不是极值点. 因此二次型的正定性不只是代数分类问题, 也
帮助我们读懂函数局部的几何形状.

如无特殊说明, 本节中 F 表示特征不为 2 的域.

9.1 双线性型与格拉姆矩阵

对偶空间

我们首先回顾对偶空间的概念, 它为理解双线性型提供了重要的视角.

定义 9.1. F-线性空间 V 的对偶空间 (dual space)定义为

V ∗ := HomF(V,F) = {f : V → F | f是F-线性映射}.

V ∗ 中的元素称为 V 上的线性函数 (linear functional).
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命题 9.1. 设 {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, 定义 v∗i ∈ V ∗ 为

v∗i (vj) = δij =

1, i = j,

0, i 6= j.

则 {v∗1 , . . . , v∗n} 构成 V ∗ 的一组基, 称为 {v1, . . . , vn} 的对偶基 (dual basis). 特别地,
dimV ∗ = dimV .

证明. 张成性: 任取 f ∈ V ∗, 令 ai = f(vi), 则 f =
∑n

i=1 aiv
∗
i , 因为两者在基向量 vj 上的取

值相同: (f −
∑n

i=1 aiv
∗
i )(vj) = aj − aj = 0.

线性无关: 假设
∑n

i=1 aiv
∗
i = 0, 则对任意 j 有 0 =

∑n
i=1 aiv

∗
i (vj) = aj .

命题 9.2. 设 B = {v1, . . . , vn}, C = {w1, . . . , wn}是 V 的两组基, (w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)P ,
则对偶基之间满足

(w∗1 , . . . , w
∗
n) = (v∗1 , . . . , v

∗
n)(P

T )−1.

注 9.1. 存在典范同构 (V ∗)∗ ∼= V , 由如下映射给出:

V → (V ∗)∗, v 7→ evv, evv(f) := f(v), ∀f ∈ V ∗.

该同构的给出不依赖于基的选取.

双线性型

有了对偶空间的概念, 我们现在引入双线性型的定义.

定义 9.2. F-线性空间 V 上的一个双线性型 (bilinear form)是一个映射 b : V × V → F, 满
足对 V 中的任意向量 x, y, z 和 F 中的任意标量 λ:

1. b(x+ y, z) = b(x, z) + b(y, z), b(λx, y) = λb(x, y);

2. b(x, y + z) = b(x, y) + b(x, z), b(x, λy) = λb(x, y).

即 b 关于每个分量都是 F-线性的.

定义 9.3. V 上的双线性型 b 称为

1. 对称的 (symmetric), 如果 b(x, y) = b(y, x) 对任意 x, y ∈ V 成立;

2. 反对称的 (skew-symmetric), 如果 b(x, y) = −b(y, x) 对任意 x, y ∈ V 成立.

注 9.2. 给定双线性型 b : V × V → F, 固定第二个分量可以得到线性映射 lb : V → V ∗,
v 7→ b(v,−); 固定第一个分量可以得到 rb : V → V ∗, v 7→ b(−, v). 反之, 任何 F-线性
映射 ϕ : V → V ∗ 都可以定义双线性型 b(v, w) := (ϕ(v))(w). 因此 V 上的双线性型与
HomF(V, V

∗) 中的元素一一对应.
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格拉姆矩阵及其基变换

双线性型的具体表示依赖于基的选取, 这由格拉姆矩阵来刻画.

定义 9.4. 设 B = {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, V 上双线性型 b 关于基 B 的格拉姆矩阵
(Gram matrix)定义为

GB := (b(vi, vj))n×n.

对任意 v =
∑

i xivi, w =
∑

j yjvj ∈ V , 有

b(v, w) = (x1, . . . , xn)GB


y1
...
yn

 .

命题 9.3 (格拉姆矩阵的基变换公式). 设 B = {v1, . . . , vn}, C = {w1, . . . , wn} 是 V 的两组
基, (w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)P , 则

GC = P TGBP.

证明. 直接计算: (GC)ij = b(wi, wj) = b(
∑

k pkivk,
∑

l pljvl) =
∑

k,l pkipljb(vk, vl) = (P TGBP )ij .

注 9.3. 格拉姆矩阵的基变换公式说明: b 是对称的当且仅当 GB 是对称矩阵; b 是反对称的
当且仅当 GB 是反对称矩阵. 这些性质不依赖于基的选取.

定义 9.5. 给定矩阵 A,B ∈Mn(F), 如果存在 P ∈ GLn(F) 满足 B = P TAP , 则称 A 和 B

相合 (congruent). 因此, 同一个双线性型在不同基下的格拉姆矩阵是相合的.

定义 9.6. 给定带有双线性型的 F-线性空间 (V1, b1), (V2, b2), 一个等距同构 (isometry)是指
线性同构 f : V1 → V2, 满足

b2(f(v), f(w)) = b1(v, w), ∀v, w ∈ V1.

下面我们来看一个基本的例子. 设 Fn 表示 F 上 n 阶列向量空间, 任何方阵 A ∈Mn(F)
决定了 Fn 上的一个双线性型：

bA : Fn × Fn → F

(x, y) 7→ xTAy

bA 关于 x 和 y 都是线性的：

bA(λ1x1 + λ2x2, µ1y1 + µ2y2) =
2∑

i,j=1

λiµj · bA(xi, yj), ∀xi, yj ∈ Fn, λi, µj ∈ F.

当 A 对称时 (A = AT ), bA 也是对称的: bA(x, y) = bA(y, x). 事实上, A 正是 bA 关于标准基
{e1, . . . , en} 的格拉姆矩阵.
下面给出更多重要的例子.
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例 9.1 (Minkowski 空间). 设 V = Rn+1, 定义 Lorentz 型为

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn − xn+1yn+1.

这是一个对称双线性型, 在狭义相对论中有重要应用. 它的格拉姆矩阵为 diag(1, . . . , 1,−1),
惯性指数为 (n, 1).

例 9.2 (矩阵空间上的迹内积). 设 V =Mm×n(R), 定义

〈A,B〉 = tr(ATB).

这是 V 上的一个对称双线性型. 在奇异值分解一节中, 我们将看到它实际上是一个内积, 称
为 Frobenius 内积.

例 9.3 (函数空间上的积分双线性型). 设 V 是 [0, 1] 上连续实值函数构成的 (无穷维) 线性
空间, 定义

〈f, g〉 =
ˆ 1

0

f(x)g(x) dx.

这是 V 上的一个对称双线性型. 可以验证它也是正定的, 因此定义了 V 上的一个内积. 这
个例子表明双线性型理论远不限于有限维空间.

反之, 从上面 bA 的例子可以看到, 任何 n × n 矩阵 A 都可以定义 Fn 上的一个双线性
型. 因此, 我们有以下命题.

命题 9.4 (双线性型空间与矩阵空间的同构). 设 V 是 n 维 F-线性空间, B 是 V 的一组基.
记 Bil(V ) 为 V 上所有双线性型构成的 F-线性空间, 则映射

Bil(V )→Mn(F), b 7→ GB

是 F-线性空间的同构. 特别地, dim Bil(V ) = n2. 在此同构下, 对称双线性型对应对称矩阵,
反对称双线性型对应反对称矩阵.

9.2 对称双线性型与二次型

对称双线性型是双线性型理论中最重要的特殊情形. 在 char(F) 6= 2 的假设下, 对称双
线性型和二次型之间存在一一对应, 这使得代数的和几何的观点可以自由转换. 本小节建立
这一对应, 并证明对称双线性型的对角化定理.

二次型与极化恒等式

设 A ∈Mn(F) 对称, x = (x1, · · · , xn)T ∈ Fn, 则：

Q(x) = xTAx
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称为 F上 n个变量 x1, · · · , xn 的二次型, 也称为线性空间 Fn 上的二次型. 设 A = (aij), 则：

Q(x) = (x1, · · · , xn)


a11 · · · a1n
... . . . ...
an1 · · · ann



x1
...
xn

 =
n∑

i,j=1

aijxixj

=
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj

所以 Q(x) 本质上是关于 x1, · · · , xn 的二次齐次多项式. 反之, 任何一个 n 元二次齐次
多项式都可以唯一写成

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

ciix
2
i +

∑
i<j

cijxixj .

它来自对称矩阵 B = (bij), 其中

bii = cii, bij = bji =
cij
2

(i < j).

矩阵 A、双线性型 b 和二次型 Q 之间的关系为：Q(x) = b(x, x),

b(x, y) = 1
2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)).

因此 A、b、Q 中任一个决定另外两个. 并且 Q 满足平行四边形法则：

Q(x+ y) +Q(x− y) = 2(Q(x) +Q(y)).

定义 9.7. 对于有限维向量空间 V 和域 F, 函数 Q : V → F 称为 V 上的二次型, 如果：

Q(λx) = λ2Q(x), ∀λ ∈ F, x ∈ V

且由下式定义的函数：
b(x, y) :=

1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y))

是 V 上的对称双线性型. 此时称 b 为 Q 诱导的双线性型 (associated bilinear form).

上面的关系可以总结为以下命题.

命题 9.5 (极化恒等式). 设 b 是 F-线性空间 V (char(F) 6= 2) 上的对称双线性型, Q(v) =

b(v, v) 是对应的二次型. 则 b 由 Q 唯一确定:

b(v, w) =
1

2

(
Q(v + w)−Q(v)−Q(w)

)
.

推论 9.1. 设 b是 V 上非零的对称双线性型 (char(F) 6= 2),则存在 v ∈ V 使得 b(v, v) 6= 0(即
存在非迷向向量).

证明. 若对任意 v ∈ V 都有 b(v, v) = 0, 则由极化恒等式, 对任意 v, w ∈ V 有 b(v, w) = 0,
矛盾.
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对角化定理

利用极化恒等式和正交补, 我们可以给出对称双线性型对角化的一个简洁证明.

定理 9.1 (对角化定理/正交基的存在性). 设 V 是 F-线性空间 (char(F) 6= 2), b 是 V 上
的对称双线性型. 则存在 V 的一组基 {v1, . . . , vn} 使得 b 的格拉姆矩阵为对角矩阵, 即
b(vi, vj) = 0 对所有 i 6= j 成立. 这样的基称为 b 的正交基 (orthogonal basis).

证明. 对 n = dimV 用归纳法. n = 0 或 b ≡ 0 时显然成立. 设 n ≥ 1 且 b 不恒为零. 由推
论9.19.1, 存在 v1 ∈ V 使得 b(v1, v1) 6= 0. 令

W = {w ∈ V | b(v1, w) = 0} = v⊥1 .

考虑线性映射 ϕ : V → F, w 7→ b(v1, w). 由于 b(v1, v1) 6= 0, ϕ 是满射, 故 dimW =

dim(kerϕ) = n− 1.
我们证明 V = span{v1} ⊕W . 对任意 v ∈ V , 令

w = v − b(v, v1)

b(v1, v1)
v1,

则 b(v1, w) = b(v1, v)− b(v,v1)
b(v1,v1)

b(v1, v1) = 0,故 w ∈W ,于是 v ∈ span{v1}+W . 又 v1 /∈W (因
为 b(v1, v1) 6= 0), 故 span{v1} ∩W = {0}.

由归纳假设, b|W 有正交基 {v2, . . . , vn}, 则 {v1, v2, . . . , vn} 是 V 关于 b 的正交基.

注 9.4. 定理9.19.1的证明也可以通过配方法来实现, 即下面要介绍的方法. 两种方法本质上是
等价的: 归纳法中投影到 W 的过程正对应于配方法中的一步配方.

相合与二次型的对角化

给定：

Q(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn)A


x1
...
xn

 .

设 P 为 n× n 可逆矩阵, 考虑变量替换：
x1
...
xn

 = P


x̃1
...
x̃n

 , 即x = Px̃

则：
Q(x) = (Px̃)TA(Px̃) = x̃T (P TAP )x̃

即变量替换对应的矩阵变换恰好是相合变换 (参见定义9.59.5).
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例 9.4. 考虑：
Q(x) = ax21 + 2bx1x2 + cx22.

先设 a 6= 0. 通过配方有

Q(x) = a

(
x1 +

b

a
x2

)2

+

(
c− b2

a

)
x22

令： (
y1

y2

)
=

(
1 b

a

0 1

)(
x1

x2

)
或

(
x1

x2

)
=

(
1 − b

a

0 1

)(
y1

y2

)
则：

P =

(
1 − b

a

0 1

)
, P TAP =

(
a 0

0 c− b2

a

)

如果 a > 0 且 c− b2

a
> 0, 则二次型是正定的.

若 a = 0 但 c 6= 0, 则交换 x1 与 x2 后回到上面的情形. 若 a = c = 0, 则

Q(x) = 2bx1x2 =
b

2

(
(x1 + x2)

2 − (x1 − x2)2
)
,

这也给出了对角化形式.

一般来说, 对于 Q(x) = xTAx(A 对称), 通过反复配方, 可以找到可逆矩阵 P 使得

P TAP = diag(λ1, . . . , λn),

即对称矩阵总可以通过相合变换对角化. 这就是定理9.19.1的配方法证明.

9.3 非退化性与正交补

对角化定理 (定理9.19.1) 保证了正交基的存在性, 但还没有回答一个关键问题: 对角化后
对角线上非零元素的个数及符号是否由双线性型本身唯一确定? 为了解答这一问题, 我们需
要引入非退化性和正交补的概念. 这些概念不仅适用于对称双线性型, 也适用于反对称双线
性型, 是后续所有分类定理的基础.

定义 9.8. 设 b : V × V → F 为双线性型. 定义 b 的核 (kernel)或根 (radical) 为

ker(b) := {v ∈ V | b(v, w) = 0, ∀w ∈ V }.

如果 ker(b) = 0, 则称 b 是非退化的 (non-degenerate).

命题 9.6. 设 dimV = n, B 是 V 的一组基, GB 是 b 关于 B 的格拉姆矩阵. 则如下条件等
价:
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(i) b 是非退化的;

(ii) detGB 6= 0;

(iii) 映射 lb : V → V ∗, v 7→ b(v,−) 是同构.

证明. (i) ⇔ (ii): v =
∑
xivi ∈ ker(b) 当且仅当 GBx = 0, 其中 x = (x1, . . . , xn)

T . 所以
ker(b) = 0 当且仅当 GB 可逆.

(i)⇔ (iii): ker(lb) = {v ∈ V | b(v, w) = 0, ∀w ∈ V } = ker(b). 由于 dimV = dimV ∗, lb
是同构当且仅当 ker(lb) = 0.

定义 9.9. 对于任何子空间 W ⊆ V , 定义 W 的正交补 (orthogonal complement)为

W⊥ = {v ∈ V | b(v, w) = 0, ∀w ∈W}.

命题 9.7. 设 b 是 V 上的对称或反对称双线性型, W ⊆ V 是子空间, 则

dimW + dimW⊥ = dimV + dim(W ∩ ker(b)).

特别地, 若 b 非退化, 则 dimW⊥ = dimV − dimW .

证明. 记 R = ker(b). 因为 b 对称或反对称, R 同时也是右根: 若 u ∈ R, 则 b(v, u) =

±b(u, v) = 0. 因此 b 诱导出商空间 V = V /R 上的非退化双线性型.
令 W = (W +R)/R ⊆ V . 在非退化空间 V 中, 正交补维数公式给出

dimW + dimW
⊥
= dimV .

而 W⊥ 是 W
⊥
在 V 中的原像, 所以

dimW⊥ = dimR+ dimW
⊥
.

又
dimW = dimW − dim(W ∩R), dimV = dimV − dimR.

合并这些等式, 得
dimW⊥ = dimV − dimW + dim(W ∩R),

即所需公式.

注 9.5. 双线性型 b 的核 ker(b) 也常记为 Rad(b), 称为 b 的根 (radical). 根的概念对于统
一处理对称、反对称和厄米特双线性型非常有用.

命题 9.8 (根的正交分解). 设 b 是 V 上的双线性型 (对称或反对称), 则存在子空间 W ⊆ V
使得

V = ker(b)⊕W,

且 b|W 是非退化的. 特别地, rank(b) = dimW .
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证明. 取 ker(b) 的任意补空间 W (即 V = ker(b) ⊕W ). 若 w ∈ W 满足 b(w,w′) = 0 对
任意 w′ ∈ W , 则对任意 v = u + w′ ∈ V (u ∈ ker(b), w′ ∈ W ), 因 b 对称或反对称, 有
b(w, u) = ±b(u,w) = 0, 从而

b(w, v) = b(w, u) + b(w,w′) = 0.

故 w ∈ ker(b), 从而 w ∈ ker(b) ∩W = {0}. 因此 b|W 非退化.

引理 9.1. 设 b 是 V 上的对称或反对称双线性型. 若 b 非退化, 则对任意子空间 W ⊆ V ,
以下等价：

(i) V =W ⊕W⊥ (正交直和分解)

(ii) b|W 是非退化的

(iii) b|W⊥ 是非退化的

证明. (i)⇒ (ii): 若 v ∈W 满足 b(v, w) = 0 对任意 w ∈W , 则 v ∈W ∩W⊥ = {0}.
(ii) ⇒ (i): 由 b 非退化, dimW⊥ = dimV − dimW , 故只需 W ∩ W⊥ = {0}. 若

v ∈W ∩W⊥, 则 b(v, w) = 0 对任意 w ∈W , 由 b|W 非退化得 v = 0.
(i)⇒ (iii): 类似 (i)⇒ (ii).
(iii) ⇒ (i): 由 b|W⊥ 非退化, (W⊥)⊥ ∩W⊥ = {0}. 注意 W ⊆ (W⊥)⊥, 又由维数公式

dim(W⊥)⊥ = dimV − dimW⊥ = dimW , 故 W = (W⊥)⊥, 从而 W ∩W⊥ = {0}.

注 9.6. 上述引理的证明只用到了正交补的维数公式, 并不依赖 b 的对称性. 因此, 该引理
同时适用于对称和反对称双线性型. 特别地, 在反对称双线性型标准型 (定理9.39.3) 的证明中,
我们将反复使用这一引理.

9.4 Sylvester 惯性定理与正定性

利用上一小节建立的非退化性和正交补工具, 我们现在可以给出实对称双线性型分类的
完整理论. Sylvester 惯性定理表明, 实对称双线性型在相合意义下由三个不变量 (p, q, r) 唯
一确定, 其中 r = dim ker(b). 由此自然引出正定性的概念, 它是下一节内积空间理论的出发
点.

定理 9.2 (Sylvester 惯性定理). 对于带有对称双线性型 b 的实向量空间 V , 存在正交基：

v1, · · · , vp, vp+1, · · · , vp+q, vp+q+1, · · · , vn

使得 Gram 矩阵为： 
Ip
− Iq

0


并且 p 和 q 是唯一确定的 (分别称为 b 的正、负惯性指数, p− q 称为符号差).
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为了证明定理, 我们首先引入正定性.

定义 9.10. 实向量空间 V 上的对称双线性型 b 称为：

• 正定的(b > 0), 如果对所有 v 6= 0 有 b(v, v) > 0;

• 半正定的(b ≥ 0), 如果对所有 v 有 b(v, v) ≥ 0;

• 负定的(b < 0), 如果对所有 v 6= 0 有 b(v, v) < 0;

• 半负定的(b ≤ 0), 如果对所有 v 有 b(v, v) ≤ 0.

定理9.29.2的证明. 存在性. 由命题9.89.8(根的正交分解), 存在子空间 U 使得 V = ker(b) ⊕
U 且 b|U 非退化. 设 dim ker(b) = r, 则只需证明 (U, b|U ) 有正交基使得格拉姆矩阵为
diag(Ip,− Iq).
对 dimU 归纳. 若 dimU = 0 则无需证明. 设 dimU ≥ 1. 由推论9.19.1, 存在 v1 ∈ U 使

得 b(v1, v1) 6= 0. 令 W1 = span{v1}, 则 b|W1
非退化. 由引理9.19.1, U =W1 ⊕W⊥1 , 且 b|W⊥

1
也

非退化. 对 W⊥1 施用归纳假设, 得到 U 的正交基 {v1, . . . , vp+q}, 其中 b(vi, vi) 6= 0 对每个 i

成立. 令 ei =
vi√
|b(vi,vi)|

, 则 b(ei, ei) = ±1. 适当重排, 使得前 p 个为 +1, 后 q 个为 −1. 再
取 ker(b) 的一组基 {vp+q+1, . . . , vn}, 合在一起即得所求正交基.
唯一性. 设 V =W+ ⊥W− ⊥W0, 其中 b|W+

> 0, b|W− < 0, W0 = ker(b), dimW+ = p,
dimW− = q. 我们证明 p 和 q 只依赖于 (V, b) 本身.
若存在子空间 W ⊂ V 满足 dimW ≥ p + 1 且 b|W > 0, 则 W ∩ (W− ⊕W0) 6= {0}(维

数比较), 取 0 6= v ∈W ∩ (W− ⊕W0), 则 b(v, v) ≤ 0, 与 b|W > 0 矛盾. 从而

p = max{dimW |W ⊂ V, b|W > 0}.

类似地, q = max{dimW |W ⊂ V, b|W < 0}. 所以 p, q 由 (V, b) 唯一确定.

注 9.7. 存在性的证明也可以通过对角化定理 (定理9.19.1) 得到: 先取正交基使格拉姆矩阵对
角化, 再做适当伸缩. 但上述证明更直接地利用了命题9.89.8和引理9.19.1的正交直和分解.

正定性与欧几里得空间

上面 Sylvester 惯性定理的唯一性证明表明, 正定性是分类对称双线性型的关键概念.
下面我们系统整理正定性的基本性质.

命题 9.9. 设 A 是 n× n 实对称矩阵, 则以下条件等价:

(i) A 正定 (即 xTAx > 0 对所有 x 6= 0);

(ii) 存在可逆矩阵 P 使得 A = P TP (即 A 相合于 In);
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(iii) A 的所有顺序主子式为正 (即 det(Ak) > 0 对 k = 1, . . . , n, 其中 Ak 是 A 的左上
k × k 子矩阵).

证明. (i)⇒ (ii): 由 Sylvester 惯性定理, 惯性指数 (p, q) = (n, 0), 故 A 相合于 In.
(ii) ⇒ (i): 若 A = P TP , 则 xTAx = xTP TPx = ‖Px‖2 > 0 对 x 6= 0 成立 (因 P 可

逆).
(i)⇒ (iii): 若 A 正定, 则 A 限制到 span{e1, . . . , ek} 上仍正定, 故 Ak 也是正定实对称

矩阵. 由 Sylvester 惯性定理, Ak 相合于 Ik, 因而 det(Ak) > 0.
(iii)⇒ (i) 的证明留作习题 (参见习题9.249.24), 这就是 Sylvester 顺序主子式判据.

注 9.8. 学完第1010章的谱定理后, 还会得到一个常用判据: 实对称矩阵 A 正定当且仅当 A

的所有特征值都为正. 一个方向很直接: 若 Ax = λx, x 6= 0, 则 λ‖x‖2 = xTAx > 0.

命题 9.10 (谱定理后的半正定判据). 设 A 是 n× n 实对称矩阵, 则以下条件等价:

(i) A 半正定 (即 xTAx ≥ 0 对所有 x);

(ii) 存在 (可能不可逆) 矩阵 B 使得 A = BTB;

(iii) A 的所有特征值非负.

注 9.9. 这个命题的证明需要用到谱定理: 若 A = QTΛQ, 则 xTAx 的符号完全由对角线上
的特征值决定; 若所有特征值非负, 可取 B = Λ

1/2
+ Q, 其中 Λ

1/2
+ 是非负平方根对角矩阵.

正定的对称双线性型自然地给出了线性空间上的 “度量” 结构.

定义 9.11. 实线性空间 V 上的正定对称双线性型称为 V 上的内积 (inner product). 配备
了内积的实有限维线性空间 (V, 〈·, ·〉) 称为欧几里得空间 (Euclidean space). 内积空间的详
细理论将在第1010节中系统发展.

注 9.10. 上述理论可以推广到复数域. 在 C-线性空间上, 对称双线性型的自然类比是厄米
特型 (Hermitian form), 即满足 h(v, w) = h(w, v) 的半双线性型. 正定厄米特型给出酉空间
的概念, 类比于实数域上的欧几里得空间. 这些内容将在第1010节的10.610.6小节中详细讨论.

9.5 反对称双线性型与辛矩阵

本节讨论反对称双线性型的分类. 与对称情形不同, 反对称双线性型在任何域 (特征
6= 2) 上有一个干净的标准型, 且没有惯性指数的歧义.

命题 9.11. 设 b 是 F-线性空间 V 上的反对称双线性型 (即 b(v, w) = −b(w, v)). 则对任意
v ∈ V 有 b(v, v) = 0.

证明. b(v, v) = −b(v, v), 故 2b(v, v) = 0. 当 char(F) 6= 2 时, b(v, v) = 0.

229



定理 9.3 (反对称双线性型的标准型). 设 V 是 F 上的 n 维线性空间 (char(F) 6= 2), b
是 V 上的非退化反对称双线性型. 则 n 必为偶数, 设 n = 2m, 且存在 V 的一组基
{e1, f1, e2, f2, . . . , em, fm} 使得

b(ei, fj) = δij , b(ei, ej) = 0, b(fi, fj) = 0,

即格拉姆矩阵为

J2m =



0 1

−1 0

0 1

−1 0
. . .

0 1

−1 0


=


J

J
. . .

J

 , J =

(
0 1

−1 0

)
.

这样的基 {e1, f1, . . . , em, fm} 称为辛基 (symplectic basis).

证明. 由于 b 非退化, 存在 e1, f1 ∈ V 使得 b(e1, f1) 6= 0, 适当伸缩可设 b(e1, f1) = 1. 令
W1 = span{e1, f1}. 由于

Gb|W1
=

(
0 1

−1 0

)
行列式为 1 6= 0, 故 b|W1

非退化. 由引理9.19.1, V = W1 ⊕W⊥1 , 且 b|W⊥
1
也是非退化的反对称

双线性型. 对 W⊥1 归纳 (维数减少 2) 即可.
归纳到最后, 若剩余的空间 {0}, 则 n = 2m; 若剩余 1 维空间 span{v}, 由 b(v, v) = 0

知 b|span{v} 退化, 矛盾. 故 n 必为偶数.

推论 9.2. 任何反对称矩阵 A ∈Mn(F)(char(F) 6= 2) 的秩为偶数.

证明. 设 rank(A) = r, 则 A 定义的反对称双线性型 bA 的核维数为 n− r. 取 ker(bA) 的补
空间 W , 则 bA|W 非退化且反对称, 由定理9.39.3知 r = dimW 为偶数.

注 9.11. 更一般地, 对于可能退化的反对称双线性型 b, 设 rank(b) = 2m, 则 b 的格拉姆矩
阵相合于 (

J2m 0

0 0

)
.

定义 9.12. 辛群 (symplectic group)定义为

Sp2n(F) := {M ∈ GL2n(F) |MTJ2nM = J2n}.

Sp2n(F) 中的矩阵称为辛矩阵 (symplectic matrix).
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命题 9.12 (选读: 辛矩阵的行列式). 对任意 M ∈ Sp2n(F), 有 detM = 1.

证明. 由 MTJ2nM = J2n 两边取行列式, (detM)2 det J2n = det J2n. 由于 det J2n = 1 6= 0,
故 (detM)2 = 1, 即 detM = ±1.
为证 detM = 1, 利用 Pfaffian (普法夫值). 对 2n × 2n 反对称矩阵 A, 其 Pfaffian

Pf(A) 满足 Pf(A)2 = detA 和 Pf(MTAM) = detM · Pf(A). 由 MTJ2nM = J2n 得
Pf(J2n) = detM · Pf(J2n). 由于 Pf(J2n) = 1 6= 0, 故 detM = 1.

命题 9.13. 若 M ∈ Sp2n(F), 则 MT ∈ Sp2n(F).

证明. 由 MTJ2nM = J2n, 两边求逆得 M−1J−12n (MT )−1 = J−12n . 注意 J−12n = −J2n, 故
M−1(−J2n)(MT )−1 = −J2n,即 (MT )−1(−J2n)−1M−1 = (−J2n)−1,化简得 (M−1)TJ2nM

−1 =

J2n. 再由 MTJ2nM = J2n 得 M−1 = J−12n (MT )−1J2n = −J2n(MT )−1J2n, 代入可验证
(MT )TJ2nM

T = J2n.

例 9.5. Sp2(F) = SL2(F), 因为 MTJM = J 等价于 detM = 1(对 2× 2 矩阵).

9.6 习题

9.6.1 练习题

习题 9.1 (二维二次型的正定性). 判断下列二次型是否正定、负定、不定或半正定, 并尽量
用配方法解释几何形状.

Q1(x, y) = x2 + 2xy + 2y2,

Q2(x, y) = x2 − 4xy + y2,

Q3(x, y) = x2 + 2xy + y2.

习题 9.2. 设 V 是 n 维 F-线性空间, {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, {v∗1 , . . . , v∗n} 是对偶基.
证明对偶空间的如下性质:

(1) 对任意 V 的子空间 W , 定义 W 0 = {f ∈ V ∗ | f(w) = 0, ∀w ∈ W}(称为 W 的零化子).
证明 dimW 0 = dimV − dimW .

(2) 证明映射 W 7→W 0 给出 V 的子空间格到 V ∗ 的子空间格的一个反序双射.

习题 9.3. 设 b 是 n 维 F-线性空间 V 上的双线性型, GB 是 b 关于基 B 的格拉姆矩阵. 证
明:

(1) rank(b) := rank(GB) 不依赖于基的选取;

(2) rank(b) = n− dim ker(b);

(3) b 是对称的当且仅当 GB 是对称矩阵 (对任意基 B).
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习题 9.4. 设 A ∈ Mn(R) 对称. 证明存在可逆矩阵 P 使得 P TAP 为对角矩阵 (利用配方
法, 对 n 归纳).

习题 9.5. 设 A 是 4 × 4 实对称矩阵, 已知 A 的特征值为 3, 3,−1, 0. 求 A 的惯性指数
(p, q).

习题 9.6. 设 A ∈Mn(R) 满足 AT = −A(反对称). 证明:

(1) rank(A) 为偶数;

(2) 若 n 为奇数, 则 detA = 0;

(3) 对任意 x ∈ Rn, xTAx = 0.

习题 9.7. 设 b 是 V 上的非退化对称双线性型, W 是 V 的子空间. 证明 (W⊥)⊥ =W .

习题 9.8. 设 b 是 V 上的对称双线性型, V = W1 ⊥ W2(正交直和). 证明 ker(b) =

ker(b|W1
)⊕ ker(b|W2

).

习题 9.9. 对实二次型 Q(x1, x2, x3) = x21 + 4x1x2 + 4x22 + 2x1x3 + 4x2x3 + x23, 用配方法化
为标准型, 并求惯性指数.

习题 9.10. 设 A =

(
a b

b c

)
是实对称矩阵. 证明 A 正定当且仅当 a > 0 且 ac− b2 > 0.

习题 9.11. 设 A 是 n × n 正定实对称矩阵, B 是 n × m 实矩阵且 rank(B) = m. 证明
BTAB 也是正定的.

习题 9.12. 设
B(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2.

写出双线性型 B 的矩阵。

习题 9.13. 把二次型
q(x, y) = 2x2 + 4xy + 5y2

写成矩阵形式
(
x y

)
A

(
x

y

)
。

习题 9.14. 用配方法化简
q(x, y) = x2 + 4xy + 5y2.

习题 9.15. 判断二次型
q(x, y) = x2 + 2xy + y2

是否正定、半正定或不定。
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习题 9.16. 设

A =

(
2 1

1 2

)
.

判断 xTAx 是否正定。

习题 9.17. 画出或描述方程
x2 + 4y2 = 1

表示的曲线，并说明它与二次型的关系。

9.6.2 思考题

习题 9.18. (Williamson 定理) 设 A 是 2n×2n 实正定对称矩阵. 证明存在 M ∈ Sp2n(R)
使得

MTAM =

(
D 0

0 D

)
,

其中 D = diag(d1, . . . , dn), di > 0. (提示: 考虑 A−1J2n 的特征值.)

习题 9.19. 设 V 是 F-线性空间 (char(F) 6= 2), b 是 V 上的非退化反对称双线性型. 设
W ⊂ V 是满足 b|W = 0 的子空间 (称为迷向子空间). 证明 dimW ≤ 1

2
dimV .

习题 9.20. 证明: 矩阵 M =

(
A B

C D

)
∈M2n(F) 属于 Sp2n(F) 当且仅当

ATC − CTA = 0, BTD −DTB = 0, ATD − CTB = In.

习题 9.21. 设 V 上有一个非退化双线性型 b(不一定对称). 对任意线性变换 ϕ : V → V , 定
义伴随变换ϕ∗ 为满足 b(ϕ(v), w) = b(v, ϕ∗(w)) 的唯一线性变换.

(1) 证明 ϕ∗ 存在且唯一;

(2) 设 b 对称, 证明 (ϕ∗)∗ = ϕ;

(3) 设 b 对称且 A 是 ϕ 关于正交基的矩阵, 证明 ϕ∗ 对应的矩阵是 AT .

习题 9.22. 设 b1, b2 是 F-线性空间 V 上的两个非退化对称双线性型. 证明存在唯一的线性
同构 T : V → V 使得 b2(v, w) = b1(Tv,w) 对任意 v, w ∈ V 成立.

习题 9.23. 设 V 是域 F(char(F) 6= 2) 上的 n 维线性空间, 〈·, ·〉 是 V 上的非退化对称双线
性型.

(1) 设 W 是 V 的子空间. 证明 V =W ⊕W⊥ 当且仅当 〈·, ·〉 限制在 W 上是非退化的.

(2) 当 F = R 时, 证明正定的对称双线性型一定是非退化的.
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(3) 对于 R 上的内积空间 V , 证明对任意子空间 W 有 V =W ⊕W⊥.

(4) 在四维 Minkowski 空间 (R4, 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4) 中, 找到一个一维子空
间 W 使得 W 和 W⊥ 不能直和为整个空间.

习题 9.24. (顺序主子式判据) 设 A 是 n × n 实对称矩阵, 记 Ak 为 A 的左上 k × k 子矩
阵 (k = 1, . . . , n).

(1) 证明: 若 A 正定, 则所有主子式 (即删去某些行和对应列后的子矩阵的行列式) 均为正.
(提示: 考虑双线性型限制到相应子空间.)

(2) 证明: 若 A 的所有顺序主子式 det(Ak) > 0(k = 1, . . . , n), 则 A 正定. (提示: 对 n 归
纳, 利用非退化双线性型的正交分解.)

习题 9.25. 设 A 是 n× n 实对称矩阵, 对角线元素均为 2, 两条次对角线上的元素均为 −1,
其余元素为 0. 证明 A 正定.

习题 9.26. 证明: 实线性空间 V 上的任何双线性型 b 都可以唯一分解为一个对称双线性型
与一个反对称双线性型之和:

b = bs + ba, bs(v, w) =
1

2
(b(v, w) + b(w, v)), ba(v, w) =

1

2
(b(v, w)− b(w, v)).

习题 9.27. 设 g 是实线性空间 V 上的双线性型. 证明: 若 g 满足 g(x, y) = 0⇔ g(y, x) = 0,
则 g 要么是对称的, 要么是反对称的.

习题 9.28. (Gram-Schmidt 正交化练习) 以下两题任选一题.

(1) 设 V = P≤2(R) 是次数 ≤ 2 的实多项式空间, 内积定义为 〈f, g〉 =
´ 1

0
f(x)g(x) dx. 对基

{1, x, x2} 实施 Gram-Schmidt 正交化, 求 V 的标准正交基.

(2) 计算矩阵 A =


3 2 100

4 0 0

0 0 −5

 的 QR 分解.

习题 9.29. 证明 QR 分解的唯一性: 若 A 是 n× n 实可逆矩阵, 则存在唯一的正交矩阵 Q

和唯一的对角线元素为正的上三角矩阵 R, 使得 A = QR.

习题 9.30. (Cauchy-Schwarz 不等式) 设 (V, 〈·, ·〉) 是内积空间, ‖u‖ =
√
〈u, u〉. 证明对

任意 u, v ∈ V :
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖,

且等号成立当且仅当 u, v 线性相关. (提示: 考虑 f(λ) = 〈u− λv, u− λv〉.)
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习题 9.31. (Hilbert 矩阵) 证明 n 阶 Hilbert 矩阵

Hn =

(
1

i+ j − 1

)
n×n

是正定矩阵. (提示: 利用 〈f, g〉 =
´ 1

0
f(x)g(x) dx, 考虑 fi(x) = xi−1.)

习题 9.32. (Minkowski空间的逆 Cauchy-Schwarz不等式)对于 v = (v0, v1, . . . , vn), w =

(w0, w1, . . . , wn) ∈ Rn+1, 设 Lorentz 型 〈v, w〉 = v0w0 − v1w1 − · · · − vnwn. 若 〈v, v〉 > 0 且
〈w,w〉 > 0(即 v, w 是 “类时向量”), 证明

〈v, v〉〈w,w〉 ≤ 〈v, w〉2,

并确定等号成立的充要条件. (注意不等号方向与 Cauchy-Schwarz 不等式相反!)

习题 9.33. (ADE Dynkin 图的 Cartan 矩阵) 对于图 Γ, 顶点集为 {v1, . . . , vn}, 定义
n× n 实对称矩阵 AΓ = (aij) 如下: aii = 2; 若 vi, vj 相邻则 aij = −1; 否则 aij = 0. 证明
以下图 Γ 对应的 AΓ 是正定矩阵:

(1) An: n 个顶点排成一排, 相邻顶点连边;

(2) Dn: An−1 加上一个额外顶点连接到第 n− 2 个顶点;

(3) E6, E7, E8: 参见 Dynkin 图的定义.

习题 9.34. 设 V 是二乘二实矩阵组成的线性空间，定义 V 上的双线性型

g(X,Y ) = tr(XY ).

(1) 证明 g 是对称双线性型.

(2) 对于 V 的一组基 (
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

求 g 在这组基下的格拉姆矩阵.

(3) 求 g 的正、负惯性指标 p, q.

习题 9.35. 对以下的对称实矩阵 A，找到可逆矩阵 P，使得 P TAP 是对角线为 1,−1, 0 的
对角矩阵.

A =


0 1 1

1 0 1

1 1 0


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习题 9.36. 假设 V 是关于 x 的次数小于或等于 3 次的实系数多项式组成的实线性空间. 定
义 V 上的对称双线性型为 B(f, g) =

´ 1

−1 f(x)g(x)x dx. 求 B 的符号 (正负惯性指数).

习题 9.37. 定义 Mn(R) 上的一个对称双线性型

g(X,Y ) = tr(XTY ).

证明这个双线性型是正定的.

习题 9.38. 定义 Mn(R) 上的一个对称双线性型

g(X,Y ) = tr(XY ).

求这个双线性型的正、负惯性指标.

习题 9.39. 计算下列对称矩阵 A 的符号 (p, q, r)，需要过程:

(1) A =


2 −2 0

−2 1 −2
0 −2 0

;

(2) A =


2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5

;

(3) A =


0 0 4 1

0 0 1 4

4 1 0 0

1 4 0 0

;

(4) A =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

.

习题 9.40. 请分类 C 上有限维线性空间上的对称双线性型. 或者等价的, 分类 C 上的 n 阶
对称矩阵的相合类（合同类）.

习题 9.41. 证明如果 A 是正定实对称矩阵, 则 A 的伴随矩阵也是正定对称实矩阵. 反之是
否成立呢？

习题 9.42. 请判断以下结论是否成立，并说明理由.

(1) 如果 A 是半正定实矩阵，则 A 的所有主子式都非负.
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(2) 如果 A 的所有顺序主子式非负，则 A 是半正定实矩阵.

(3) 如果 A 的所有主子式（第 i1, · · · , ir 行，第 i1, · · · , ir 列组成的子矩阵的行列式）非负，
则 A 是半正定实矩阵.

习题 9.43. 假设 A 是正定实对称矩阵，B 是实对称矩阵，证明存在实数 c 使得 cA+B 是
正定矩阵.

习题 9.44. 假设 A 是一个半正定的实对称矩阵，证明对 x ∈ Rn, xTAx = 0 等价于 Ax = 0.

习题 9.45. 假设 A 和 B 是 n 阶正定实对称方阵，证明 det(A+B) > det(A).

习题 9.46 (Hermitian 矩阵空间上的双线性型). 设 W 为 2× 2 厄米特矩阵构成的实向量空
间：

W = {A ∈M2(C) | A
T
= A}.

证明
〈A,A′〉 = det(A+A′)− det(A)− det(A′)

是 W 上的一个对称双线性型，并计算它的符号差（或惯性指数）。

习题 9.47 (三维对称双线性型的标准形). 设 V = R3，双线性型 B 在标准基下的矩阵为

A =


1 2 0

2 5 1

0 1 3

 .

1. 判断 B 是否为对称双线性型，并求其符号差。

2. 利用配方法或 Sylvester 消去法将 B 化为标准形
∑
λiy

2
i。

习题 9.48 (反对称双线性型与最大全零子空间). 假设 V 是一个 n 维复向量空间，ω 是 V

上非退化反对称双线性型。

1. 求
max{dimW |W ⊂ V, ω(v, u) = 0, ∀v, u ∈W}.

2. 如果将 ω 改为非退化对称双线性型 B，求对应最大值。

习题 9.49 (可逆对称矩阵与反对称矩阵). 设 A 为可逆实对称矩阵，S 为实反对称矩阵。

1. 若 AS = SA，证明 A+ S 可逆。

2. 若 A 正定，证明 A+ S 可逆，并进一步证明 det(A+ S) > 0。
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习题 9.50 (对称与反对称矩阵空间上的迹). 设 A 是一个 n× n 的实矩阵，特征多项式为

pA(λ) = det(λI −A) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0.

设 V,W 分别为 n 阶对称矩阵和反对称矩阵组成的线性空间。分别求线性变换

L : V → V, L(X) = AXAT ,

S :W →W, S(Y ) = AY AT

的迹。

习题 9.51 (Schur 补与正定判别). 设

M =

(
A B

BT D

)
,

其中 A ∈Mn(R) 与 D ∈Mm(R) 都是实对称矩阵。证明：M 正定的充要条件是 A 正定，且

D −BTA−1B

正定。

习题 9.52 (图对应的二次型). 设 G 是简单无向图，邻接矩阵为 A = (aij)。定义二次型

QG(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

2x2i − 2
∑
i<j

aijxixj ,

对应矩阵 CG = 2I −A。已知 G 连通且 QG 半正定。证明：

1. 对 G 任意去掉一条边得到的新图 G′，QG′ 严格正定。

2. G 中没有五重点。

3. G 中的三重点个数小于或等于 2。

习题 9.53 (二次型的负惯性指数下界). 假设 b1, . . . , bn 是 n 个复数，q 是关于 2n 个实变元
x1, y1, . . . , xn, yn 的正定二次型。定义

Q = Re
(
b1(x1 +

√
−1y1)2 + · · ·+ bn(xn +

√
−1yn)2

)
− q(x1, y1, . . . , xn, yn).

证明 Q 的负惯性指数大于或等于 n。

习题 9.54 (复对称矩阵的秩一线性组合). 设 A,B,C,D 是 3× 3 的复对称矩阵。证明存在
不全为零的复数 a, b, c, d，使得

rank(aA+ bB + cC + dD) ≤ 1.
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习题 9.55 (矩阵的惯性指数). 计算以下对称矩阵 A 的惯性指数 (p, q, n− p− q)：

A =


0 0 4 1

0 0 1 4

4 1 0 0

1 4 0 0

 .

习题 9.56 (反对称矩阵的二次型刻画). 证明 n 阶实方阵 A 是反对称的，当且仅当对任意
列向量 x ∈ Rn 有

xTAx = 0.

习题 9.57 (二次型映射的凸性). 假设 A 和 B 是两个 n 阶实对称矩阵。证明映射

f : Rn → R2, f(x) =

(
xTAx

xTBx

)

的像是一个凸集。

习题 9.58 (正定性的迹判别). 假设 A 是一个 n 阶可逆实对称矩阵。证明：A 正定等价于
对于任意 n 阶正定实对称矩阵 B，都有

tr(AB) > 0.

习题 9.59 (反对称矩阵空间). 设 Sn 表示所有 n × n 反对称实矩阵构成的实向量空间，内
积为

〈X,Y 〉 = tr(XTY ) = − tr(XY ).

1. 求所有对称线性变换 R : Sn → Sn 构成的空间维数。

2. 证明 X ∈ Sn 的秩为 2 当且仅当存在线性无关的 u, v ∈ Rn，使 X = uvT − vuT。

3. 当 n = 4 时证明某半正定判别，并通过 n = 6 的例子说明逆命题不成立。
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10 内积空间与谱定理

本章研究正定对称双线性型 (内积) 赋予线性空间的丰富几何结构. 在第99章中, 我们已
经建立了双线性型的一般理论和分类. 现在我们聚焦于正定情形, 依次发展内积空间、正交
矩阵、实对称矩阵的正交对角化 (谱定理), 以及厄米特型与酉空间的类似理论. 奇异值分解
及其应用将在下一节中专门讨论.
内积空间之所以重要, 是因为它把纯代数对象变成了可以谈论长度、夹角、距离和投影

的几何对象. 在数据拟合中, 最小二乘法寻找的正是离目标最近的点, 其几何本质是正交投
影; 在力学中, 多个耦合振子可以通过谱定理分解成彼此正交的正常模; 在量子力学中, 可观
测量对应厄米特算子. 因此本章的定义虽然熟悉, 背后却在为一整套几何与物理语言奠基.

10.1 内积空间

在第99节中, 我们已经建立了对称双线性型的一般理论, 包括正定性的等价刻画 (命
题9.99.9) 和欧几里得空间的定义 (定义9.119.11). 本节系统发展内积空间的几何理论.
回顾定义9.119.11, 内积空间 (V, g) 是配备了正定对称双线性型的实有限维线性空间. 由正

定性, g 一定是非退化的, 从而对任意子空间 W ⊂ V 有正交分解 V =W ⊕W⊥.

定义 10.1.

(i) 设 (V, g) 是 R-向量空间, g > 0, 则称 (V, g) 为内积空间(inner product space), g 称为
内积(inner product).

(ii) 若 dimV = n, 则 (Rn,标准内积) 称为标准内积空间.

特别地, 对于任意 n 维内积空间 V , 存在基 B = (v1, . . . , vn) 使得 g(vi, vj) = δij(称为标准
正交基(orthonormal basis)), 进而有同构 (V, g) ∼= (Rn, 〈·, ·〉).

定义 10.2. 给定内积空间 (V, g), 定义二次型 Q(v) = g(v, v), 则 Q(v) > 0 对 v 6= 0. 定义
|v| =

√
Q(v) 为 v 的长度, d(v, w) = |v − w| 为 v, w 的距离.

定理 10.1 (Cauchy-Schwarz 与三角不等式).

(i) (Cauchy-Schwarz) 对任意 v, w ∈ V , 有 |g(v, w)| ≤ |v| · |w|. 等号成立当且仅当 v, w 线
性相关;

(ii) (向量三角不等式) 对任意 v, w ∈ V , 有 |v+w| ≤ |v|+ |w|. 等号成立当且仅当 v, w 同
向, 即存在 λ ≥ 0 使得 v = λw 或 w = λv;

(iii) (距离三角不等式) 对任意 u, v, w ∈ V , 有 d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v). 等号成立当且
仅当存在 λ ∈ [0, 1] 使得 w = λu+ (1− λ)v(即 w 在 u, v 的连线段上).
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证明. (i) 若 w = 0 显然. 若 w 6= 0, 考虑

0 ≤ Q(v − λw) = |w|2λ2 − 2g(v, w)λ+ |v|2

作为关于实数 λ 的二次函数, 其判别式不大于 0, 即得 Cauchy-Schwarz 不等式. 等号成立当
且仅当某个 v − λw = 0, 即 v, w 线性相关.

(ii) 由 (i) 有
|v + w|2 = |v|2 + 2g(v, w) + |w|2 ≤ (|v|+ |w|)2.

等号成立当且仅当 g(v, w) = |v||w|, 即 v, w 同向.
(iii) 对 v − u = (v − w) + (w − u) 应用 (ii) 即可. 等号条件正是两个向量 v − w 与

w − u 同向, 也就是 w 位于 u 到 v 的线段上.

定义 10.3. 对 v, w ∈ V \ {0}, 定义夹角 θ ∈ [0, π] 满足

cos θ = g(v, w)

|v||w|
.

若 g(v, w) = 0, 则 θ = π
2
, 称 v, w 正交.

欧几里得空间的几何

Cauchy-Schwarz 不等式使我们能够在内积空间中建立完整的度量几何结构. 我们首先
系统整理范数的基本性质.

命题 10.1 (范数的性质). 设 (V, g) 是内积空间, ‖v‖ =
√
g(v, v), 则:

(i) 正性: ‖v‖ ≥ 0, 且 ‖v‖ = 0 当且仅当 v = 0;

(ii) 齐次性: ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖, ∀λ ∈ R;

(iii) 三角不等式: ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖;

(iv) 平行四边形法则: ‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2(‖v‖2 + ‖w‖2).

命题 10.2 (勾股定理). 若 v1, . . . , vk ∈ V 两两正交 (即 g(vi, vj) = 0 对 i 6= j), 则

‖v1 + · · ·+ vk‖2 = ‖v1‖2 + · · ·+ ‖vk‖2.

证明. ‖v1 + · · ·+ vk‖2 = g(
∑

i vi,
∑

j vj) =
∑

i,j g(vi, vj) =
∑

i g(vi, vi) =
∑

i ‖vi‖2.

距离函数 d(v, w) = ‖v − w‖ 满足度量空间的公理.

命题 10.3 (度量空间). 设 (V, g) 是内积空间, 定义 d : V × V → R, d(v, w) = ‖v − w‖, 则:

(i) 正性: d(v, w) ≥ 0, 且 d(v, w) = 0 当且仅当 v = w;

241



(ii) 对称性: d(v, w) = d(w, v);

(iii) 三角不等式: d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).

因此 (V, d) 构成一个度量空间(metric space).

对于 V 的子集 S, 定义 v 到 S 的距离为

d(v, S) := inf
w∈S
‖v − w‖.

当 S =W 是子空间时, 下面的正交投影命题给出了距离的精确公式.

到子空间的距离与正交投影

内积空间中, 距离函数可以用来衡量向量到子空间的距离, 这是最小二乘法等应用的数
学基础.
正交投影就是“最佳近似”

当目标向量 b 不在子空间 W 中时, W 中离 b 最近的点是 b 在 W 上的正交投影. 最
小二乘法正是这个命题的矩阵版本: 若方程 Ax = b 无解, 我们就在列空间 imA 中找
离 b 最近的向量 Ax. 因此“残差垂直于列空间”不是一个孤立公式, 而是最近点的几
何必要条件.

命题 10.4 (正交投影). 设 (V, g) 是内积空间, W 是 V 的子空间. 对任意 v ∈ V , 存在唯一
的 w0 ∈W 使得

d(v,W ) = d(v, w0),

且 v − w0 ∈W⊥. 若 {u1, . . . , uk} 是 W 的一组标准正交基, 则

w0 = ProjW (v) =

k∑
i=1

g(v, ui)ui.

证明. 对任意 w ∈W , 有

d(v, w)2 = ‖v − w‖2 = ‖v − w0‖2 + ‖w0 − w‖2 ≥ ‖v − w0‖2,

其中第二个等号利用了 v − w0 ⊥ w0 − w(因为 w0 − w ∈ W 而 v − w0 ∈ W⊥). 等号成立当
且仅当 w = w0.
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W

b

ProjW b

b− ProjW b

最近点条件: 残差垂直于 W

图 15: 正交投影给出子空间中的最佳近似.

定义 10.4. 映射 ProjW : V → W , v 7→ w0 称为到 W 的正交投影(orthogonal projection).
它是一个线性变换, 且满足 ProjW ◦ ProjW = ProjW .

注 10.1. 正交投影 ProjW 还满足自伴随性: 对任意 u, v ∈ V ,

g(ProjW (u), v) = g(u,ProjW (v)).

这是因为 u−ProjW (u) ∈W⊥,故 g(u,ProjW (v)) = g(ProjW (u),ProjW (v)) = g(ProjW (u), v).
自伴随算子的概念将在谱定理中起到核心作用.

注 10.2. 正交投影也可以推广到仿射子空间 (affine subspace) 的情形: 设 S = w0 +W 是
V 中的一个仿射子空间, 则 v 到 S 的最近点为 w0 + ProjW (v−w0), 最小距离为 ‖v−w0 −
ProjW (v − w0)‖.

10.2 Gram-Schmidt 正交化与 QR 分解

正交投影给出了计算向量到子空间最近点的方法. 自然的问题是: 如何从任意一组基出
发, 构造标准正交基? Gram-Schmidt 正交化是解决这一问题的经典算法, 而 QR 分解则是
它在矩阵语言中的表述.
设 (V, g) 是内积空间, (v1, . . . , vn) 是任意一组基, 我们可以通过如下的办法得到一组标

准正交基 {w1, . . . , wn} :

w1 =
v1
‖v1‖

w2 =
v2 − 〈v2, w1〉w1

‖v2 − 〈v2, w1〉w1‖

w3 =
v3 − 〈v3, w1〉w1 − 〈v3, w2〉w2

‖v3 − 〈v3, w1〉w1 − 〈v3, w2〉w2‖
...

wn =
vn −

∑n−1
i=1 〈vn, wi〉wi

‖vn −
∑n−1

i=1 〈vn, wi〉wi‖
.

这个操作被称为格拉姆-施密特正交化 (Gram–Schmidt process).
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定理 10.2 (QR 分解). 设 A ∈Mn(R) 是可逆矩阵, 则存在分解

A = QR,

其中 Q 是正交矩阵, R 是上三角矩阵. 如果还要求 R 对角线元 > 0, 则这样的分解有唯一
性.

证明. A 的列向量 v1, v2, · · · , vn 构成 Rn 的一组基. 对它们做 Gram-Schmidt 正交化, 得到
标准正交基 q1, . . . , qn. 每个 vj 都属于 span(q1, . . . , qj), 因而

vj =

j∑
i=1

rijqi, rjj > 0.

令 Q = (q1, . . . , qn), R = (rij), 则 Q 是正交矩阵, R 是对角线元素为正的上三角矩阵, 且
A = QR.
设这样的分解有两个

A = Q1R1 = Q2R2

则
QT

2Q1 = R2R
−1
1 .

由于上式中左侧是正交矩阵, 右侧是上三角矩阵且对角线均 > 0. 上三角正交矩阵的列向量
长度为 1 且彼此正交, 从最后一列向前看可知它必须是对角矩阵, 再由对角线为正得它只能
是单位矩阵. 因此 Q1 = Q2, R1 = R2.

注 10.3. 也可以将 A 分解成正交矩阵乘以下三角矩阵, 上三角矩阵乘以正交矩阵, 下三角
矩阵乘以正交矩阵, 证明类似.

10.3 正交变换与正交群

Gram-Schmidt 正交化和 QR 分解给出了标准正交基的构造方法. 自然的问题是: 什
么样的线性变换保持标准正交基的结构不变? 换言之, 如果我们进行一次基变换, 变换前后
的基都是标准正交基, 那么这个基变换矩阵必须满足什么条件? 答案就是正交矩阵, 即满足
ATA = I 的矩阵. 所有正交矩阵构成的集合称为正交群, 它对矩阵乘法封闭 (两个正交矩阵
的乘积仍是正交矩阵) 且对取逆封闭 (正交矩阵的逆 A−1 = AT 也是正交矩阵).

定义 10.5. n 阶正交群(orthogonal group) 定义为

On(R) :− {A ∈Mn(R) | ATA = I}.

对于内积空间 (V, g), 也记

O(V ) :− {T ∈ GL(V ) | g(T (u), T (v)) = g(u, v), ∀u, v ∈ V }.
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注 10.4. “群” 这个名称来自抽象代数, 指的是一个带有结合律运算、有单位元且每个元素
可逆的集合. 在本书中, 不需要系统学习群论, 只需知道 On(R) 是 GLn(R)(可逆矩阵全体)
的一个子集, 且对乘法和求逆封闭即可. 类似地, 前面出现的 “辛群”Sp2n(F) 也是一类矩阵
集合.

对于正交矩阵 A, 由 ATA = I 取行列式得 (detA)2 = 1, 即 detA = ±1. 根据行列式的
正负, 可以将正交矩阵分为两类.

定义 10.6. n 阶特殊正交群(special orthogonal group) 定义为

SOn(R) :− {A ∈ On(R) | det(A) = 1}.

命题 10.5. 设 (V, g) 是内积空间, T : V → V 是线性变换. 则以下条件等价:

(1) T 保持内积, 即 g(T (u), T (v)) = g(u, v) 对所有 u, v ∈ V 成立;

(2) T 保持范数, 即 ‖T (v)‖ = ‖v‖ 对所有 v ∈ V 成立;

(3) T 将标准正交基映为标准正交基;

(4) T 在某组标准正交基下的矩阵是正交矩阵.

满足上述条件的 T 称为正交变换(orthogonal transformation) 或等距变换(isometry).

例 10.1. 通过直接计算 R2 中的正交基可知

O2(R) =

{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
| θ ∈ R

}⊔{(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
| θ ∈ R

}
.

计算行列式可知

SO2(R) =

{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
| θ ∈ R

}
恰好是 R2 中所有旋转构成的集合, 而 O2(R) \ SO2(R)(行列式为 −1 的那一类) 恰好是所有
反射. 一个重要的观察是: 两个反射的复合是旋转, 即若反射轴的夹角为 θ

2
, 则两个反射的

复合是旋转角 θ.

10.4 实对称矩阵的谱定理

正交变换提供了内积空间中 “刚性” 的基变换 (保持距离和角度不变). 在对角化理论中,
一个自然的问题是: 什么样的矩阵可以用正交基变换来对角化? 答案是实对称矩阵——这就
是谱定理. 谱定理是线性代数最深刻的定理之一, 它将代数 (特征值)、几何 (正交分解) 和分
析 (二次型优化) 三个方面统一起来.
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例 10.2 (二维谱定理的几何图解). 设

Q =

(
cos 30◦ − sin 30◦

sin 30◦ cos 30◦

)
, A = Q

(
4 0

0 1

)
QT .

矩阵 Q 只是把坐标轴旋转 30◦, 所以 A 是一个实对称矩阵. 若令 y = QTx, 则

xTAx = yT

(
4 0

0 1

)
y = 4y21 + y22 .

因此曲线 xTAx = 1 在旋转后的坐标 y1, y2 中就是椭圆 4y21 + y22 = 1. 它的两条主轴方向正
是 A 的两个互相垂直的特征向量方向.

x1

x2

1
2
u1

u2

λ1 = 4
λ2 = 1

xTAx = 1

这个例子可以作为谱定理的图像版本来记: 实对称矩阵总能通过一次正交旋转, 把含有
交叉项的二次型化成沿互相垂直方向的平方和. 特征向量给出主轴方向, 特征值给出每个方
向上的伸缩强弱.

定义 10.7.

(1) 对 A,B ∈ Mn(R), 如果存在 Q ∈ On(R) 满足 A = QTBQ = Q−1BQ, 则称 A,B 正交
相似(orthogonally similar).

(2) 若 A 正交相似于一个对角阵, 则称 A(在 R 上) 可正交对角化(orthogonally diagonaliz-
able).

在证明谱定理之前, 我们先建立一个关于实矩阵不变子空间的基本命题.

命题 10.6 (实矩阵的不变子空间). 设 V 是 R 上的有限维线性空间, f : V → V 是线性变
换. 则 f 有一个一维或二维的不变子空间.

证明. 设 n = dimV , 取 V 的一组基将 f 表示为矩阵 A ∈ Mn(R). 由代数学基本定理, A
在 C 上有特征值 λ = a + b

√
−1 ∈ C(其中 a, b ∈ R), 设 v = u +

√
−1w 是对应的特征向量

(u,w ∈ Rn). 则
A(u+

√
−1w) = (a+ b

√
−1)(u+

√
−1w).
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比较实部和虚部有
Au = au− bw, Aw = bu+ aw.

从而 spanR{u,w} 是 A 的不变子空间, 其维数为 1(当 b = 0 时) 或 2(当 b 6= 0 时).

注 10.5. 上述命题的证明表明: 实矩阵若有复特征值 a± b
√
−1(其中 b 6= 0), 则对应一个二

维不变子空间, f 在该子空间上的矩阵为(
a b

−b a

)
.

定理 10.3 (实对称矩阵的谱定理). 实对称矩阵可以正交对角化. 即对任意 A ∈ Mn(R),
A = AT , 存在正交矩阵 Q ∈ On(R) 使得 QTAQ 为对角矩阵.

证明. 设 A ∈ Mn(R), A = AT , 我们对 n 归纳. 我们先证明 A 有一个实特征值. 设 λ ∈ C
为 A 的特征值, 设 Av = λv, v ∈ Cn, 则

vTAv = λvT v

, 其中 vT v > 0. 由于
(vTAv)T = vTAv,

从而有 λ ∈ R. 由于 A − λ I 是退化的实矩阵, 它的实零空间非零, 因而存在 0 6= u ∈ Rn 满
足 Au = λu.
不妨取 |u| = 1, 并将 u = v1 扩充成 Rn 的一个标准正交基, 记作

Q1 = (v1, v2, · · · , vn)

则
AQ1 = (Av1, Av2, · · · , Avn)

= (λv1, Av2, · · · , Avn)

= (v1 · · · vn)

(
λ ∗
0 ∗

)
从而有

A = Q1

(
λ ∗
∗ ∗

)
Q−11 = Q1

(
λ ∗
∗ ∗

)
QT

1

由于 A 是对称矩阵, 从而上述分解实际上形如

A = Q1

(
λ 0

0 ∗

)
Q−11 ,

接下来对 n 做归纳即可.
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自伴随算子与谱定理的内蕴证明

我们接下来给出谱定理的另一个证明, 该证明利用自伴随算子和不变子空间的分解, 揭
示了谱定理更深层的结构.

定义 10.8. 给定线性空间 V 及对称双线性型 g. 如果线性映射 f : V → V 满足

g(f(v), w) = g(v, f(w))

对任意 v, w ∈ V 成立, 则称 f 是自伴随的 (self-adjoint).

引理 10.1. 设 V 是配备了对称双线性型 g 的线性空间, f : V → V 是自伴随线性映射. 若
W ⊂ V 是 f 不变子空间, 则 W⊥ 也是 f 不变子空间.

现在假设 (V, g) 是内积空间, f : V → V 是自伴随线性映射, B = {e1, ..., en} 为 V 一个
标准正交基, 我们记 A 是 f 在 B 下的表示矩阵, 即

f(e1, ..., en) = (e1, ..., en)A

则由 g(f(x), y) = g(x, f(y)) 可知:
f(e1)

...
f(en)

 ·g (e1, . . . , en) =

e1
...
en

 ·g (f(e1), · · · , f(en))
即

AT


e1
...
en

 ·g (e1, · · · , en) =

e1
...
en

 ·g (e1, · · · , en)A
由于 B 是标准正交基, 从而 

e1
...
en

 ·g (e1, · · · , en) = Gg,B = In,

从而 A = AT .

注 10.6. 事实上, f : V → V 是自伴随当且仅当 f 关于某个标准正交基的矩阵是对称矩阵,
当且仅当 f 关于任意标准正交基的矩阵是对称矩阵.

谱定理的第二个证明. 对任意对称阵 A ∈ Mn(R), 我们看其对应的一个自伴随算子 f : V →
V . 由命题 10.610.6, f 有一个一维或二维不变子空间 W1. 若 W1 是二维的, 在其标准正交基下
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f |W1
的矩阵为对称矩阵

(
a b

b c

)
, 其判别式 (a − c)2 + 4b2 ≥ 0, 故 f |W1

有实特征值, 从而

W1 中有 f 的特征向量. 因此我们总可以找到一维不变子空间. 由引理10.110.1可知 W⊥1 也是 f

不变的, 对 dimV 归纳, 得到正交分解

V =W1 ⊥W2 ⊥ · · · ⊥Wn,

其中每个 Wi 是一维特征子空间.
取 vi ∈ Wi, |vi| = 1, 则 v1, · · · , vn 为一个标准正交基, 且满足 f(vi) = λivi. 而

f(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)A. 令 (v1, · · · , vn) = (e1, · · · , en)Q, 其中 Q 正交, 从而

f(v1, · · · , vn) = f(e1, · · · , en)Q

= (e1, · · · , en)AQ

= (v1, · · · , vn)QTAQ.

即
QTAQ = diag{λ1, . . . , λn}.

10.5 正交矩阵的分类

谱定理完整地分类了实对称矩阵 (自伴随变换). 接下来我们利用类似的思路——命
题 10.610.6中不变子空间的存在性——来研究正交矩阵 (正交变换)的结构. 与对称矩阵不同,正
交矩阵的特征值可能不是实数, 因此不可约分块可以是二维的旋转.

给定内积空间 (V, g) 以及标准正交基 B = (e1, · · · , en), 正交矩阵 A 对应正交变换
f : V → V , 其中

f(e1, · · · , en) = (e1, · · · , en)A

若 W ⊂ V 是不变子空间, 则 f : W ∼=W , 并且由于 f 保内积可知 f : W⊥ ∼=W⊥. 由命
题 10.610.6, f 有一维或二维不变子空间 W1. 归纳地, 可得正交分解 V = W1 ⊥ · · · ⊥ Wk, 其中
每个 Wi 不可再分, 从而 dimRWi 为 1 或 2. 若 dimWi = 1, 则 f |Wi

的特征值为 ±1(因为 f

保范数); 若 dimWi = 2, 则在 Wi 的标准正交基下 f |Wi
是二维正交变换.

定理 10.4 (正交矩阵的标准型). 假设 A ∈ On(R), 则 A 正交相似于

diag

{(
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

)
,

(
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

)
, . . . , 1, . . . ,−1, . . .

}
.

等价地, 对 n 维内积空间 (V, g) 上的任意正交变换 T , 存在 V 的一组标准正交基使得 T 在
该基下的矩阵是如上分块对角形式.
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证明. 由命题 10.610.6, A 有一维或二维不变子空间 W1 ⊂ Rn. 若 dimW1 = 1, 则 W1 由 A 的
特征向量张成, 由于 A 正交, 特征值只能为 ±1. 若 dimW1 = 2, 则在 W1 的标准正交基下,
A|W1

是 O2(R) 中的矩阵. 若 A|W1
∈ SO2(R), 则它形如(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

若 A|W1
/∈ SO2(R), 则它形如

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
, 其特征多项式为 λ2 − 1, 从而有特征值 ±1,

此时 W1 可以进一步分解为两个一维不变子空间. 因此在所有情形中, 不可约块要么是一维
的 (±1), 要么是 SO2(R) 中的旋转矩阵. 由于 W⊥1 也是 A 不变的, 对 n 归纳即得.

例 10.3. 对于 A ∈ SO3(R), 其正交相似于
cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


设

QTAQ =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


以及 Q = (v1, v2, v3), 则

A(v1, v2, v3) = (v1, v2, v3)


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


所以 A 作用在 R3 上是 spanR{v1, v2} 平面中的一个旋转, 而 v3 是旋转轴.

由此可以得到以下几何推论.

推论 10.1. 三维欧几里得空间中, 两个绕相交直线的旋转的复合仍是一个旋转.

证明. 设 A,B ∈ SO3(R), 则 AB ∈ SO3(R), 由上述分析 AB 正交相似于绕某轴的旋转.

推论 10.2. n维欧几里得空间中,两个关于超平面的反射的复合是一个旋转 (即属于 SOn(R)).

定义 10.9 (反射). 给定内积空间 (V, g), 以及 0 6= v ∈ V , 关于 v 的反射(reflection) 定义为

sv : V → V

x 7→ x− 2g(v, x)

g(v, v)
v.

向量 v 称为反射的法向量(normal vector).

250



注 10.7.

(1) 若 sv 是关于 v 的反射, 则 sv(v) = −v, sv|Hv
= I, 其中

Hv = v⊥ = {x ∈ V | g(x, v) = 0}

是 v 的正交补超平面. 反之, sv 是相对于超平面 Hv 的镜面反射.

(2) 若 {v1, · · · , vn} 是 V 的标准正交基, 则 svi 关于此基的矩阵为

diag{1, . . . , −1︸︷︷︸
第 i 位

, . . . , 1}.

(3) sv 是正交变换, 且 det(sv) = −1, 从而 sv ∈ O(V ) \ SO(V ).

命题 10.7 (正交群的分类). 正交群 On(R) 按行列式的符号恰好分成两类:

On(R) = SOn(R) t sv · SOn(R),

其中 SOn(R) 是行列式为 1 的正交矩阵全体, sv · SOn(R) 是行列式为 −1 的正交矩阵全体
(sv 是任意一个反射). 因此, 每个行列式为 −1 的正交矩阵都可以表示为一个反射与一个旋
转 (行列式为 1 的正交变换) 的复合.

10.6 厄米特型和酉矩阵

定义 10.10. 给定有限维 C-线性空间 V , h : V × V → C 叫作厄米特型(Hermitian form),
如果满足：

(1) h(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1h(x1, y) + λ2h(x2, y);

(2) h(x, y) = h(y, x).

注 10.8. 条件 (2) 保证了所有的 h(x, x) 都是实数.

例 10.4.
h : Cn × Cn → C

(x, y) 7→
n∑

i=1

xiyi

叫作 Cn 上的标准厄米特型.

思考 10.1. 思考类似于实线性空间上对称双线性型和二次型, 该如何通过 h(x, x) 得到 h?
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引理 10.2 (厄米特极化恒等式). 对于厄米特型 h : V × V → C, 有

Reh(x, y) = 1

2
(h(x+ y, x+ y)− h(x, x)− h(y, y))

Imh(x, y) =
1

2
(h(x+

√
−1y, x+

√
−1y)− h(x, x)− h(y, y)).

并且 Reh 对称, Imh 反对称.

证明. 直接展开 h(x+ y, x+ y) 有

h(x+ y, x+ y) = h(x, x) + h(x, y) + h(y, x) + h(y, y) = h(x, x) + h(y, y) + 2Reh(x, y),

其中最后一步用了 h(y, x) = h(x, y), 从而 h(x, y) + h(y, x) = 2Reh(x, y). 类似地,

h(x+
√
−1y, x+

√
−1y) = h(x, x)+h(y, y)+

√
−1h(y, x)−

√
−1h(x, y) = h(x, x)+h(y, y)+2Imh(x, y).

对称性和反对称性由 Reh(x, y) = Reh(y, x) 以及 Imh(x, y) = −Imh(y, x) 直接得出.

给定厄米特型 h : V × V → C, 取基 α1, · · · , αn, 则格拉姆矩阵 (h(αi, αj)) = H 满足
H = H

T , 这样的 H 叫作厄米特阵. 为了方便, 我们之后记 H∗ = H
T . 对于厄米特阵 H, 同

样有 ReH 是对称的, ImH 是反对称的.

定义 10.11. A,B ∈Mn(C), 若存在 P ∈ GLn(C), 满足 PAP ∗ = B, 则称 A,B 共轭相合.

现给厄米特型 h : V ×V→C,以及两组基 (α1, · · · , αn), (β1, · · · , βn)满足 {β1, · · · , βn} =
(α1, · · · , αn)P , 则

(h(βi, βj))
∗ =


β1
...
βn

 ·

α1

...
αn



= P T


α1

...
αn

 · (α1, · · · , αn)P

= P T
(
h(αi, αj)

)
P

所以同一个厄米特型在不同基下的格拉姆矩阵是共轭相合的.

定理 10.5. 厄米特方阵共轭相合于对角阵, 且对角线元素必为实数.

定义 10.12. C-线性空间 V 上的厄米特型 h 称为：

• 正定的(h > 0), 如果对所有 v 6= 0 有 h(v, v) > 0;

• 半正定的(h ≥ 0), 如果对所有 v 有 h(v, v) ≥ 0;
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• 负定的(h < 0), 如果对所有 v 6= 0 有 h(v, v) < 0;

• 半负定的(h ≤ 0), 如果对所有 v 有 h(v, v) ≤ 0.

定理 10.6. 对于厄米特阵 H, 则以下等价：

(1) H 正定;

(2) H 共轭相合于单位阵;

(3) H = PP ∗, 其中 P ∈ GLn(C);

(4) H 的顺序主子式均大于零；

(5) H 的所有主子式大于零.

定理 10.7. 对于厄米特阵 H, 则以下等价：

(1) H 半正定;

(2) H 共轭相合于 (
Ir O
O O

)
;

(3) H = PP ∗, 其中 P ∈Mn(C);

(4) H 的所有主子式大于等于零.

定义 10.13. 给定有限维 C-线性空间 V 以及厄米特型 h : V × V → C, 如果 h > 0, 则称
(V, h) 是一个厄米特内积空间, 也叫酉空间 (unitary space).

注 10.9 (复内积的阅读规则). 复内积与实内积的主要差别只有一个: 需要在一个变量上取
共轭. 本书采用的约定是

〈ax1 + bx2, y〉 = a〈x1, y〉+ b〈x2, y〉, 〈x, ay1 + by2〉 = a〈x, y1〉+ b〈x, y2〉.

也就是说, 它关于第一个变量线性, 关于第二个变量共轭线性. 若读到采用相反约定的教材,
只需把证明中的共轭位置相应交换即可. 初读时可以先记住三件事:

(1) 〈x, x〉 仍然是非负实数, 因而 |x| =
√
〈x, x〉 仍表示长度;

(2) 转置在复数情形中要换成共轭转置 A∗ = A
T ;

(3) “正交矩阵/正交基/正交相似” 在复数情形中对应为 “酉矩阵/标准正交基/酉相似”.

为了方便起见, 我们记 〈x, y〉 := h(x, y).
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(1) 长度：x ∈ V , |x| :=
√
〈x, x〉.

(2) 角度：x, y ∈ V \{0}, 存在 θ(x, y) ∈ [0, π
2
] 使得

cos(θ(x, y)) = |〈x, y〉|
|x||y|

.

引理 10.3 (Cauchy-Schwarz 不等式).

|〈x, y〉| ≤ |x| |y|.

等价地,
|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉.

证明. 若 y = 0, 结论显然. 下设 y 6= 0. 令

λ =
〈x, y〉
〈y, y〉

.

由于内积关于第一个变量线性、第二个变量共轭线性, 有

0 ≤ 〈x− λy, x− λy〉

= |x|2 − λ〈x, y〉 − λ〈y, x〉+ |λ|2|y|2

= |x|2 − |〈x, y〉|
2

|y|2
.

因此 |〈x, y〉|2 ≤ |x|2|y|2, 即 |〈x, y〉| ≤ |x| |y|. 等号成立当且仅当 x − λy = 0, 也就是 x, y 在
C 上线性相关.

引理 10.4 (三角不等式). ∀x, y ∈ V , |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

证明. 根据定义有
|x+ y|2 = |x|2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ |y|2.

根据 Cauchy-Schwarz 不等式有

|〈x, y〉| ≤ |x||y|, |〈y, x〉| ≤ |x||y|,

从而
|x+ y|2 ≤ |x|2 + 2|x||y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2.

引理 10.5 (平行四边形等式). ∀x, y ∈ V , 有

|x+ y|2 + |x− y|2 = 2(|x|2 + |y|2).
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定义 10.14. 给定酉空间 (V, h), 基 {α1, . . . , αn} 被称为标准正交基, 如果 〈αi, αj〉 = δij.

注 10.10. 和内积空间的情况相同, 从任何一组基出发, 可以通过 Gram-Schmidt 正交化得
到标准正交基.

定理 10.8. 给定酉空间 (V, h),以及标准正交基 {α1, . . . , αn}和 {β1, . . . , βn},假设 (α1, . . . , αn) =

(β1, . . . , βn)P , 则
PP ∗ = In .

定义 10.15. 矩阵 P ∈Mn(C) 被称为酉矩阵(unitary matrix), 如果 PP ∗ = In.

引理 10.6. 若 P ∈Mn(C) 是酉矩阵, 则 P , P−1, P ∗ 均为酉矩阵.

定义 10.16. 两个复方阵 A,B ∈ Mn(C) 称为酉相似的, 如果存在酉阵 U ∈ Mn(C) 使得
A = U∗BU .

命题 10.8. 任一复方阵酉相似于上三角阵.

证明. 数学归纳法. 设 A ∈Mn(C), 对 n 归纳.
设 λ 为 A 的一个特征值, v ∈ Cn 为一个 λ-特征向量, 不妨 ‖v‖ = 1, 扩充 v 为 Cn 的一

个标准正交基 v1, · · · , vn, 令 U = (v1 · · · vn) 为酉阵, 则

AU = (Av1 · · ·Avn) = (v1 · · · vn)

(
λ ∗
0 ∗

)

即 U∗AU =

(
λ ∗
0 ∗

)
.

归纳即可.

定义 10.17. 一个方阵 N ∈Mn(C) 叫正规的(normal), 若 NN∗ = N∗N .

引理 10.7. 若正规矩阵 N 酉相似于

(
N1 N2

0 N3

)
, N1, N3 为方阵, 则必有 N2 = 0, 且 N1 和

N3 为正规的.

证明. 设
(
N1 N2

0 N3

)
= U∗NU , U 酉阵, 即 U∗NU 与 (U∗NU)∗ = U∗N∗U 可交换，从而

U∗NU 也是正规的. 所以(
N1 N2

0 N3

)(
N∗1 0

N∗2 N∗3

)
=

(
N∗1 0

N∗2 N∗3

)(
N1 N2

0 N3

)

比较 (1, 1) 分块: 左边为 N1N
∗
1 +N2N

∗
2 , 右边为 N∗1N1. 两边取迹有

tr(N1N
∗
1 ) + tr(N2N

∗
2 ) = tr(N∗1N1).

255



由于 tr(N1N
∗
1 ) = tr(N∗1N1)(迹的循环性), 故 tr(N2N

∗
2 ) = 0, 而 tr(N2N

∗
2 ) =

∑
i,j |nij |2 ≥ 0,

故 N2 = 0. 此时 N1N
∗
1 = N∗1N1, N3N

∗
3 = N∗3N3, 即 N1, N3 均为正规矩阵.

定理 10.9 (正规矩阵谱定理). 正规矩阵可酉相似于对角阵.

证明. 设 A ∈Mn(C) 正规, 则 A 酉相似于上三角阵
∗ · · · ∗
... . . . ...
0 · · · ∗


由引理10.710.7可知其必为对角阵.

例 10.5. 实对称、实反对称、正交阵、厄米特阵、酉阵、斜厄米特阵都是正规矩阵.

推论 10.3.

1. 厄米特阵 (包含了实对称阵) 必酉相似于 diag(λ1, · · · , λn), λi 为实数.

2. 酉阵 (包含正交阵) 必酉相似于 diag(λ1, · · · , λn), λi = e
√
−1θi , θi ∈ R.

3. 斜厄米特阵 (包含反对称阵) 必酉相似于 diag(λ1, · · · , λn), λi =
√
−1gi, gi ∈ R.

证明.

1. 设厄米特阵酉相似于 diag(λ1, · · · , λn), 则该对角阵也为厄米特 ⇒ λi 为实.

2. 设酉阵酉相似于对角阵 diag(λ1, · · · , λn), 而相似保酉性 ⇒ 每个 λi 模长 = 1.

3. 类似.

定义 10.18. 设 (V, 〈·, ·〉) 为一个 n 维酉空间 (即 〈·, ·〉 的一个 Gram 阵是正定厄米特阵). 一
个线性变换 ϕ : V → V 叫正规变换, 厄米特变换, 酉变换, 或斜厄米特变换, 若 ϕ 在 V 的一
个标准正交基下表示矩阵为相应类型矩阵.

用线性变换观点重述谱定理：

引理 10.8. 酉空间 V 的正规变换 ϕ 的不变子空间 W 的正交补 W⊥ 也为不变子空间.

定理 10.10 (谱定理, 线性变换形式). 设 V 为 n 维酉空间, ϕ : V → V 正规变换. 则存在 V

的标准正交基 v1, . . . , vn 使得每一个 vi 都是 ϕ 的特征向量. 记 λ1, . . . , λk 为 ϕ 的不同特征
值, Wi 为 ϕ 的 λi-特征空间, 则

ϕ = λ1π1 + · · ·+ λkπk,

其中 πi : V →Wi 为正交投影, 称为 ϕ 的谱分解(spectral decomposition).
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推论 10.4 (矩阵的谱分解). 设 A 是 n× n 实对称矩阵, 特征值为 λ1, . . . , λk(两两不同), 对
应的特征空间为 W1, . . . ,Wk. 设 Pi 是到 Wi 的正交投影矩阵, 则

A = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λkPk,

其中 P 2
i = Pi = P T

i , PiPj = 0(i 6= j),
∑k

i=1 Pi = In. 更一般地, 对任意多项式 f , 有
f(A) = f(λ1)P1 + · · ·+ f(λk)Pk.

定理 10.11 (伴随算子). 给定 n 维酉空间 V 以及线性变换 ϕ : V → V , 则存在唯一线性变
换 ϕ∗ : V → V , 使得任取 α, β ∈ V 成立

〈ϕ∗(α), β〉 = 〈α, ϕ(β)〉.

称 ϕ∗ 为 ϕ 的伴随(adjoint). 设 ϕ, ϕ∗ 在 V 的一个标准正交基下表示矩阵为 A,B, 则
B = A∗ = A

T .

证明. 假设 〈ϕ∗(α), β〉 = 〈α, ϕ(β)〉, ∀α, β. 取一个标准正交基 v1, . . . , vn, 则：
ϕ∗(v1)

...
ϕ∗(vn)

 = B


v1
...
vn

 , (ϕ(v1), · · · , ϕ(vn)) = (v1, · · · , vn)A

左边内积矩阵 = BT


v1
...
vn

·(v1, · · · , vn) = BT ,右边内积矩阵 =


v1
...
vn

·(v1, · · · , vn)A =

A, 所以 BT = A⇒ B = A∗.
反之, 为构造 ϕ∗, 只需取一个标准正交基, 设 ϕ 的矩阵为 A, 然后用 A∗ 去得到 ϕ∗.

定理 10.12 (酉等价的等价条件). V1, V2 均为 n 维酉空间, γ : V1 → V2 是线性映射, 则以下
等价：

1. γ 保内积;

2. γ 保向量长度 (保距);

3. γ : V1 → V2 为线性同构, 且保内积;

4. γ 把任意 V1 的标准正交基映为 V2 的标准正交基;

5. γ 把某一标准正交基映为标准正交基;

6. γ 在 V1 和 V2 的标准正交基下的方阵表式为酉方阵.
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注 10.11. 一维酉群 U(1) = {z ∈ C | |z| = 1}(在乘法下构成群) 与 SO2(R) 之间有典范同
构:

U(1)
∼−→ SO2(R), e

√
−1θ 7→

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

更一般地, 特殊酉群 SU(2) = {U ∈M2(C) | UU∗ = I, detU = 1} 可以参数化为

SU(2) =

{(
α −β
β α

) ∣∣∣∣ α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1

}
.

作为实流形, SU(2) 同胚于三维球面 S3 ⊂ R4. SU(2) 与三维旋转群 SO3(R) 之间存在二重
覆盖映射 SU(2)→ SO3(R), 核为 {± I}. 这一关系在物理学中对应于自旋的概念, 在数学中
联系着四元数代数.

10.7 应用: 二次曲线与二次曲面

谱定理的一个经典应用是对实二次曲线和二次曲面的分类. 基本思路是: 通过正交变换
消去交叉项, 然后通过配方化为标准形式.

定义 10.19. R2 中的二次曲线(conic) 是满足如下二次方程的点 (x1, x2) 的轨迹:

Ax21 +Bx1x2 + Cx22 +Dx1 + Ex2 + F = 0,

其中 A,B,C,D,E, F ∈ R 且 A,B,C 不全为零.

定理 10.13 (二次曲线的分类). R2 中的任意非退化二次曲线 (不退化为直线、两条直线、点
或空集) 经过刚性运动 (即正交变换加平移) 可化为如下标准形式之一:

(1) 椭圆: x2
1

a2 + x2
2

b2
= 1, 其中 a, b > 0;

(2) 双曲线: x2
1

a2 − x2
2

b2
= 1, 其中 a, b > 0;

(3) 抛物线: x22 = 2px1, 其中 p > 0.

证明. 二次部分 Ax21 +Bx1x2 + Cx22 定义了 R2 上的对称双线性型, 其格拉姆矩阵为

M =

(
A B/2

B/2 C

)
.

由实对称矩阵的谱定理, 存在正交矩阵 P ∈ O2(R) 使得

P TMP =

(
λ1 0

0 λ2

)
,

其中 λ1, λ2 是 M 的特征值. 作正交变换 x = Py 后, 二次曲线方程变为

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 +D′y1 + E′y2 + F = 0.

接下来分情况讨论:
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1. 若 λ1, λ2 同号, 配方后得到椭圆的标准形式;

2. 若 λ1, λ2 异号, 配方后得到双曲线的标准形式;

3. 若 λ1, λ2 中有一个为零, 且零方向上的一次项非零, 配方后得到抛物线的标准形式.

若零方向上的一次项也为零, 则方程会退化为空集、直线或两条平行直线等情形, 不属于本
定理列出的非退化二次曲线.

例 10.6. 考虑方程 5x21 + 4x1x2 + 2x22 = 1. 对应的格拉姆矩阵为 M =

(
5 2

2 2

)
, 特征值为

λ1 = 6, λ2 = 1. 经正交变换后方程化为 6y21 + y22 = 1, 即椭圆 y2
1

1/6
+ y2

2

1
= 1.

上述分类可以推广到三维:

定义 10.20. Rn 中的二次曲面(quadric) 是满足如下二次方程的点的轨迹:
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c = 0,

其中 aij , bi, c ∈ R 且 (aij) 不全为零.

定理 10.14 (三维二次曲面的分类). R3 中的非退化二次曲面经过刚性运动可化为如下标准
形式之一:

(1) 椭球面: x2
1

a2 + x2
2

b2
+ x2

3

c2
= 1;

(2) 单叶双曲面: x2
1

a2 + x2
2

b2
− x2

3

c2
= 1;

(3) 双叶双曲面: −x2
1

a2 − x2
2

b2
+ x2

3

c2
= 1;

(4) 椭圆抛物面: x2
1

a2 + x2
2

b2
= 2px3;

(5) 双曲抛物面 (马鞍面): x2
1

a2 − x2
2

b2
= 2px3.

其中 a, b, c, p > 0.

证明. 设二次方程的二次部分的格拉姆矩阵为 A ∈ M3(R), A = AT . 由谱定理 (定理10.310.3),
存在正交矩阵 P 使得 P TAP = diag(λ1, λ2, λ3). 作正交变换 x = Py 后, 方程变为

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 +D′y1 + E′y2 + F ′y3 +G = 0.

若二次部分非退化, 即 λi 6= 0 对所有 i 成立, 分情况讨论:

1. 若三个特征值同号 (不妨设均为正), 对每个 yi 配方得 λi(yi+
D′

i

2λi
)2, 作平移后化为椭球

面;
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2. 若两正一负, 类似配方后化为单叶双曲面;

3. 若一正两负, 化为双叶双曲面.

当二次部分秩为 2 时, 对应零特征值方向上的一次项若非零, 配方后得到抛物面型; 根据两
个非零特征值的符号相同或相反, 分别得到椭圆抛物面或双曲抛物面. 若零方向上的一次项
为零, 或二次部分秩更低, 则会出现柱面、锥面、平面等退化或半退化情形, 这里不列入主分
类.

10.8 习题

10.8.1 练习题

习题 10.1 (Gram–Schmidt 正交化). 在 R3 的标准内积下, 对向量组

v1 = (1, 1, 0)T , v2 = (1, 0, 1)T , v3 = (0, 1, 1)T

做 Gram–Schmidt 正交化.

1. 求一组正交基 u1, u2, u3.

2. 将其归一化得到一组标准正交基.

3. 把过程解释为不断减去“已经确定方向上的投影”.

习题 10.2 (正交投影与最小二乘). 用直线 y = ax+ b 拟合三个点 (0, 1), (1, 2), (2, 2).

1. 写出矩阵方程 Ax ≈ b.

2. 写出正规方程 ATAx = AT b.

3. 求最小二乘解.

4. 说明残差向量为什么垂直于 A 的列空间.

习题 10.3. 设 A 是 n 阶实对称矩阵, v ∈ Rn. 证明:

|Av| ≤ max{|λ1|, |λ2|, · · · , |λn|} · |v|,

其中 λ1, . . . , λn 是 A 的全部特征值.

习题 10.4 (Courant-Fischer 极大极小原理). 设 (V, g) 是 n 维内积空间, T : V → V 是自伴
随变换, 特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. 证明:

λk = min
W⊂V

dim W=k−1

max
x⊥W
|x|=1

g(T (x), x).
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习题 10.5 (Cauchy交错定理). 设 A是 n阶实对称矩阵, B 是 A的 m阶主子矩阵 (m < n).
设 A 的特征值为 λ1 ≥ · · · ≥ λn, B 的特征值为 µ1 ≥ · · · ≥ µm, 证明对所有 1 ≤ i ≤ m, 有

λi ≥ µi ≥ λi+n−m.

(提示: 利用 Courant-Fischer 极大极小原理.)

习题 10.6 (Sylvester 判据的谱方法证明). 利用 Cauchy 交错定理证明 Sylvester 判据: 实对
称矩阵正定当且仅当其所有顺序主子式均为正.

习题 10.7. 证明任意实反对称矩阵 A ∈Mn(R) 可以正交相似于分块对角阵, 分块形如(
0 −λ
λ 0

)
,

当 n 为奇数时可能有一个零块. 并利用此结果证明: 任意实反对称矩阵合同于分块对角阵,

分块形如

(
0 −1
1 0

)
和零块.

习题 10.8. 设 V 是所有 n 阶实反对称矩阵构成的线性空间.

(1) 对任意 A ∈ V , 证明 I+A 可逆.

(2) 对任意 A ∈ V , 定义 f(A) = (I−A)(I+A)−1, 证明 f(A) 是正交矩阵.

(3) 刻画 f : V → On(R) 的像: 哪些正交矩阵可以写成 (I−A)(I+A)−1 的形式? (提示: 用
特征值刻画.)

习题 10.9. 考虑群 O2(R), 其子群 SO2(R), 以及群 SO3(R). 判断以下命题是否正确, 正确
则证明, 错误则给出反例:

(1) O2(R) 中两个元素共轭当且仅当它们有相同的迹.

(2) SO2(R) 中两个元素在 SO2(R) 中共轭当且仅当它们有相同的迹.

(3) SO2(R) 中两个元素在 O2(R) 中共轭当且仅当它们有相同的迹.

(4) SO3(R) 中两个元素共轭当且仅当它们有相同的迹.

习题 10.10 (Cartan-Dieudonné 定理). 证明欧几里得空间 (V, g) 的任意正交变换可以表示
为不超过 dimV 个反射的复合.

习题 10.11 (循环矩阵). 证明如下循环矩阵是正规矩阵:

C =



c0 c1 c2 · · · cn−1

cn−1 c0 c1 · · · cn−2

cn−2 cn−1 c0 · · · cn−3
...

...
... . . . ...

c1 c2 c3 · · · c0


.
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(提示: 将 C 写成移位矩阵的多项式, 然后对角化移位矩阵.)

习题 10.12. 证明: 酉矩阵的任意方子矩阵的复特征值的模不超过 1.

习题 10.13. (1) 若 A 和 B 是正规矩阵, AB 是否一定正规? 若额外假设 AB = BA 呢?

(2) 判断矩阵 A =

( √
−1 −

√
−1

−
√
−1

√
−1

)
是否为正规矩阵、厄米特矩阵或酉矩阵.

习题 10.14. 设 X = A +
√
−1B 是复方阵, 其中 A,B ∈ Mn(R). 证明 X 是酉矩阵当且仅

当 (
A −B
B A

)
是正交矩阵.

习题 10.15. 设 A =

(
a b

b c

)
是 2 × 2 实对称矩阵. 用 a, b, c 写出将 A 正交对角化的正交

矩阵 Q.

习题 10.16. 在 R3 中计算
(1, 2, 2) · (2,−1, 3)

以及向量 (1, 2, 2) 的长度。

习题 10.17. 判断向量 (1, 1, 0) 与 (1,−1, 2) 是否正交。

习题 10.18. 求向量 v = (3, 4) 在方向 u = (1, 1) 上的投影。

习题 10.19. 对向量组
(1, 1, 0), (1, 0, 1)

进行 Gram–Schmidt 正交化。

习题 10.20. 求平面
x+ y + z = 0

的一个单位法向量。

习题 10.21. 设

A =

(
2 1

1 2

)
.

求一组正交的特征向量，并把它们单位化。

习题 10.22. 用最小二乘思想，为点 (0, 1)、(1, 2)、(2, 2) 拟合直线 y = ax+ b。写出正规方
程即可。
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10.8.2 思考题

习题 10.23 (SO(n,R) 的外自同构). 群 G 的一个自同构称为内自同构, 如果它形如 g 7→
hgh−1(对某个固定的 h ∈ G). 不是内自同构的自同构称为外自同构. 考虑 SO(n,R) 的自同
构 ϕ : A 7→ PAP−1, 其中 P ∈ O(n,R) 且 detP = −1. 问: ϕ 是内自同构还是外自同构?
证明你的结论. (答案可能依赖于 n.)

习题 10.24 (Lorentz 变换的标准型). 设 e1, e2, e3, e4 是 R4 的标准基, 考虑对称双线性型
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4. Lorentz 变换T 是指满足 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 的线性变
换. 证明: 存在标准正交基 (即满足 〈fi, fj〉 = εiδij, 其中 ε1 = ε2 = ε3 = 1, ε4 = −1) 使得 T

的矩阵为分块对角形, 每个分块为以下形式之一:

(1) 1× 1 块, 值为 ±1;

(2) 2× 2 旋转块

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
;

(3) 2× 2 双曲块 ±

(
cosh θ sinh θ
sinh θ cosh θ

)
;

(4) 3× 3 块, 特征值 λ = ±1, 满足 (T − λ I)3 = 0 但 (T − λ I)2 6= 0.

习题 10.25 (Lang 代数学第 XV 章). 设 E 是 C 上的有限维线性空间.

(1) 设 h : E × E → C 是厄米特型, 将 h(x, y) = g(x, y) +
√
−1 f(x, y) 分解为实部和虚部.

证明 g, f 都是 R-双线性的, g 是对称的, f 是反对称的.

(2) 设 g : E × E → C 是 R-双线性的, 且对任意 x ∈ E, 映射 y 7→ g(x, y) 是 C-线性的. 又
假设 f(x, y) = g(x, y) − g(y, x) 在 E × E 上取实值. 证明存在唯一的厄米特型 h 和唯
一的 C-双线性对称型 ψ 使得 2

√
−1 g = h+ ψ.

习题 10.26 (辛变换的标准型). 设 (V, ω) 是 C 上的辛空间 (即 ω 是非退化反对称双线性
型). 线性变换 T 称为辛变换, 如果 ω(T (v), T (w)) = ω(v, w). 证明: 对 C 上的辛变换 T ,
存在辛基使得 T 的矩阵形如 (

Bn 0n

0n BT
n

)
,

其中 Bn 是 n 维若尔当标准型.

习题 10.27. 设 A 是 n 阶实方阵, ATA 的特征值为 λ2
1, . . . , λ

2
n, 其中 0 ≤ λi ≤ 1(i =

1, . . . , n). 证明:
det(In−A) ≥ (1− λ1)(1− λ2) · · · (1− λn).

习题 10.28. 求 R4(配标准内积) 中, 下列向量组生成的子空间 W 的正交补 W⊥ 的一组基.
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(1) {(1, 0, 2, 1), (2, 1, 2, 3), (0, 1,−2, 1)};

(2) {(1, 1, 1, 1), (−1, 1,−1, 1), (2, 0, 2, 0)}.

习题 10.29. 记 Rn = R[x]≤n 为全体次数不超过 n 的多项式构成的线性空间, 其上配有内
积

(f, g) =

ˆ 1

−1
f(x)g(x)dx.

(1) 称形如 P0(x) = 1, Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
[(x2 − 1)k], k = 1, 2, · · · , n 的多项式为 Legendre 多

项式. 证明 P0, P1, · · · , Pn 构成 Rn 的一组正交基.

(2) 设 f 是次数为 n 的首一多项式, 求 f 长度 (即
√
(f, f)) 的最小值.

习题 10.30. 设实对称矩阵 S =

[
0 A

AT 0

]
. 证明

(1) Sx = λx 当且仅当 x =

[
y

z

]
, 满足 Az = λy,AT y = λz.

(2) 如果 λ 是 S 的特征值, 则 −λ 也是 S 的特征值.

(3) 如果 λ 6= 0 是 S 的特征值, 则 λ2 是 ATA 的特征值, 也是 AAT 的特征值.

(4) AAT 和 ATA 的非零特征值相同, 且有相同的重数.

习题 10.31. 证明二阶对称实方阵 A 是正定的当且仅当其迹和行列式同时大于零.

习题 10.32. 假设 A 是正定实对称矩阵，证明存在唯一的正定实对称矩阵 B 使得 B2 = A.

习题 10.33. 设实对称矩阵 A 满足 A5 = In, 证明 A = In.

习题 10.34. 假设 A 和 B 是 n-阶实对称矩阵，且 A 正定，证明存在可逆实矩阵 P 使得
P TAP 和 P TBP 均为对角矩阵.

习题 10.35. 考虑 m×n实矩阵组成的线性空间 V =Mm×n(R)和内积 g(A,B) = tr(ATB).
假设 P 和 Q 分别为 m 阶和 n 正交实矩阵，证明 TP,Q(A) = PAQ 定义了一个 V 上的正
交变换.

习题 10.36. 定义内积空间 E 中任意两个子集 X,Y 之间的距离为

dist(X,Y ) = inf{|x− y| | x ∈ X, y ∈ Y }.

对 E 中的向量 v 和子空间 W , 证明

dist({v},W ) = |v − ProjW (v)|.
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习题 10.37. 对任意矩阵 A，定义 ‖A‖ =
√

tr(ATA). 设 A 为 n 阶实对称矩阵，v 为任意
n 维非零实列向量. 求证：

‖A‖2 ≥ 2n− 1

2(n− 1)
· ‖Av‖

2

‖v‖2
− 1

n− 1
(trA)2.

习题 10.38. 假设 V 是一个 n 维内积空间，带有正定对称双线性型 〈·, ·〉. 取 T 是 V 上的
自伴随变换.

(1) 对于 V 的子空间 W，以及 W 的标准正交基 v1, · · · , vk, 考虑数

k∑
i=1

〈vi, T (vi)〉

证明这个数只依赖于W 和 T ,而不依赖于标准正交基的选取. 我们记为广义迹 tr(T |W ).
(注意 W 不一定是 T 的不变子空间.)

(2) 假设 T 的 n 个特征值是 λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ · · · ≥ λn，对任意 1 ≤ k ≤ n, 证明

λ1 + . . .+ λk = max
dim(W )=k,W是V的子空间

tr(T |W )

习题 10.39. 假设 V 实 n 阶实对称阵组成的实线性空间, 在 V 上定义 Frobenius 内积
(A,B) = tr(AB).

(1) 求出 V 的一组标准正交基;

(2) 设 B 是 n 阶实矩阵, 定义 f(A) = BTAB, 这是 V 上的线性变换. 求证: f 是自伴随算
子的充分必要条件是 B 为对称阵或反对称阵.

习题 10.40. 假设 V 是带有正定厄米特型的复线性空间，T : V → V 是 V 上的自伴算子。
如果 v, w 是 T 的两个不同特征值的对应的特征向量，证明 v 和 w 是正交的。

习题 10.41. 证明两个酉方阵复相似当且仅当他们酉相似.

习题 10.42. 证明反对称实方阵可以酉对角化，并且特征值一定是 0 或者纯虚数。

习题 10.43. 假设 A,B 是可交换的厄米特阵，证明存在一个酉矩阵 P 使得 P ∗AP 和 P ∗BP

同时都是对角阵。

习题 10.44. 假设 A =

(
a b

c d

)
是行列式为 1 的酉方阵，证明 a = d̄, b = −c̄.

习题 10.45. 证明以下方阵酉相似:(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
和

(
e
√
−1θ 0

0 e−
√
−1θ

)
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习题 10.46. 设 A 是一个正规复方阵。证明 A∗ 可以写成 A 的多项式。

习题 10.47 (Fischer 不等式). 设 A,B 是 n×n 半正定实矩阵。证明 Fischer 不等式：对于
任意 n× n 实方阵 C，

det
(
A C

CT B

)
≤ det(A) det(B).

并讨论等号成立条件。

习题 10.48 (谱矩、秩一扰动与样本协方差，综合). 设 A 是一个 n× n 实对称矩阵，特征
值记为 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn。

1. 令 pk(A) = tr(Ak)。证明对任意偶数 k = 2m，

lim
m→∞

(
p2m(A)

)1/(2m)
= max

1≤i≤n
|λi|.

并说明若 tr(A2m) ≤ Cm 对所有 m ≥ 1 成立，则 A 的所有特征值都落在 [−
√
C,
√
C]

中。

2. 设 v ∈ Rn 非零，c > 0，令 Ã = A+ cvvT。若 Ã 的特征值为 λ̃1 ≥ · · · ≥ λ̃n，证明

λi ≤ λ̃i ≤ λi−1 (1 ≤ i ≤ n),

其中约定 λ0 = +∞。提示：可使用 Courant–Fischer 极大极小原理。

3. 设 X 是 n× p 矩阵，A = XXT，B = XTX。证明 A 与 B 具有完全相同的非零特征
值，且代数重数相同。并说明为何计算 tr((XTX)k) 等效于计算 tr((XXT )k)。

4. 若 A 是完全图 Kn 的邻接矩阵，即对角线元素为 0、非对角线元素全为 1，证明 tr(Ak)

等于 Kn 中长度为 k 且回到出发点的闭合行走总数。

习题 10.49 (Householder 反射、秩一更新与常对角矩阵). 对任意单位列向量 u ∈ Rn，定义
H = In − 2uuT。

1. 证明 H 是对称正交矩阵。说明它的几何含义，并求出 H 的所有特征值及其几何重数。

2. 给定任意两个长度相等的非零向量 x, y ∈ Rn，且 x 6= y。构造单位向量 u，使得
Hux = y。并由此说明列满秩矩阵可以通过一系列 Householder 反射化为上三角矩阵。

3. 设 A = In + cxyT，其中 x, y ∈ Rn 且 c 6= 0。给出 A 可逆的充分必要条件，并在可逆
时写出 (In + cxyT )−1 的秩一更新形式。

4. 设 A ∈ Rn×n 的所有对角线元素等于 a，所有非对角线元素等于 b 6= 0，即

A = (a− b)In + b11T .

不展开特征多项式，求 A 的全部特征值及其代数重数。
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习题 10.50 (An 根格与 Gram 矩阵). 设

Λn =

{
x = (x1, . . . , xn+1)

T ∈ Rn+1 | xi ∈ Z,
n+1∑
i=1

xi = 0

}
.

1. 证明 Λn 是秩为 n 的自由阿贝尔群，并显式写出一组 n 个向量的基。

2. 在这组基下，计算对应 Gram 矩阵 G 的行列式。

3. 证明 Λn 中最短非零向量长度平方为 2，并求这样的向量个数。

习题 10.51 (图 Laplacian). 设 G = (V,E) 是有限连通简单图，邻接矩阵为 A，度矩阵为
D，Laplacian 为 L = D −A。

1. 证明 L 是半正定矩阵，且 kerL = span(1)。

2. 对任意
∑

v∈V f(v) = 0 的函数 f : V → R，证明与第二特征值 λ2 相关的 Poincare 型
不等式。

3. 说明或证明 Kirchhoff 矩阵树定理：生成树个数等于 1
n
λ2λ3 · · ·λn。

习题 10.52 (Cayley 变换：Hermite 到酉). 设 V 为 Mn(C) 中 Hermitian 矩阵构成的实向
量空间：

V = {A ∈Mn(C) | A = A
T }.

1. 证明对于每一个 A ∈ V，A−
√
−1I 均可逆。

2. 定义
f(A) = (A+

√
−1I)(A−

√
−1I)−1.

证明 f(A) 是酉矩阵。

3. 用特征值刻画 f : V → U(n) 的像。

4. 判断 f 是否单射。

习题 10.53 (正方体正交对称群的迹). 设 G 是三维欧氏空间中保持中心在原点的正方体不
变的所有正交变换组成的集合。求 ∑

A∈G

(
tr(A)

)2
.

习题 10.54 (循环矩阵、DFT 与卷积). 设 ω = e2πi/n，n× n 矩阵 F 定义为

Fjk = ωjk (0 ≤ j, k ≤ n− 1).

两个向量 a, b ∈ Cn 的循环卷积定义为

(a ∗ b)k =
n−1∑
j=0

ajb(k−j) mod n.
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1. 证明 1√
n
F 是酉矩阵。

2. 证明卷积定理：â ∗ bk = âkb̂k。

习题 10.55 (Hermite 投影的范数判别). 设 A ∈Mn(C) 满足 A2 = A。证明：A 为 Hermite
矩阵的充分必要条件是，对任意 x ∈ Cn 都有

‖Ax‖ ≤ ‖x‖.

习题 10.56 (酉矩阵的 Cayley 变换). 记

u(n) = {X ∈Mn(C) | X∗ = −X}.

对任意 X ∈ u(n)，定义
C(X) = (In −X)(In +X)−1.

证明：

1. 对任意 X ∈ u(n)，矩阵 In +X 可逆，且 C(X) ∈ U(n)。

2. 若 U ∈ U(n) 且 −1 不是 U 的特征值，则存在唯一的 X ∈ u(n) 使

U = (In −X)(In +X)−1.

习题 10.57 (内积刻画零变换). 1. 在 Cn 上取标准内积，设 T ∈Mn(C) 满足

〈Tx, x〉 = 0 (∀x ∈ Cn).

证明 T = 0。

2. 在 Rn 上取标准内积，若 T ∈Mn(R) 满足

〈Tx, x〉 = 0 (∀x ∈ Rn),

判断 T 是否必为零矩阵，并证明结论。

习题 10.58 (酉反射分解). 设 x ∈ Cn 是单位向量，α ∈ C 满足 |α| = 1 且 α 6= 1。定义

Rx,α = In + (α− 1)xx∗.

1. 证明 Rx,α 是酉矩阵。

2. 设 U ∈Mn(C) 是酉矩阵，且 rank(U − In) = r。证明 U 可以写成 r 个这类酉反射的
乘积；并证明一般情形下 r 是所需反射个数的最小值。
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习题 10.59 (多项式内积空间上的 Gram–Schmidt). 设 V 是关于 x 的次数小于或等于 2 的
实系数多项式组成的实线性空间。定义

B(f, g) =

ˆ 1

−1
x2f(x)g(x) dx.

求 B 的符号。如果正定，请用 Gram–Schmidt 正交化和基 1, x, x2 求出一组标准正交基。

习题 10.60 (二阶矩阵的分解判断). 对二阶可逆实方阵 A，判断是否总存在满足如下条件
的实方阵 B,C 使得 A = BC：

1. B 下三角阵，C 上三角阵；

2. B 正交阵，C 上三角阵；

3. B 反对称，C 正交阵；

4. B 对称，C 正交阵；

5. B = C。

习题 10.61 (对称矩阵空间上的自伴算子). 设 V 是对称实矩阵组成的线性空间，双线性型
定义为

〈A,B〉 = tr(AB).

1. 证明 〈 , 〉 是正定的。

2. 假设 C 是一个 n 阶实方阵，定义线性变换

ϕC(A) = CACT .

证明：ϕC 是自伴算子当且仅当 C 是对称矩阵或者反对称矩阵。
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11 应用选读: 奇异值分解及其应用

选学背景

奇异值分解是现代数据分析、图像压缩和最小二乘法中的核心工具, 但完整理论需要
内积空间、正交投影和谱定理. 本章可作为应用选读安排在主线之后阅读; 先掌握二
维/三维向量、正交投影和实对称矩阵对角化, 再学习本章内容会更便于理解.

历史与动机

奇异值分解 (singular value decomposition, SVD)是线性代数中最深刻也最实用的工具
之一. 它的发展历程横跨一个半世纪, 汇聚了分析学、代数学和数值计算的智慧, 最终在 20

世纪下半叶成为现代科学技术的基石.
奇异值的概念最早可以追溯到 19 世纪后半叶. 1873–1874 年, 意大利数学家贝尔特拉

米(Eugenio Beltrami) 和法国数学家若尔当(Camille Jordan) 几乎同时独立地发现了双线性
型的 “奇异值”: 给定实矩阵 A, ATA 的特征值的平方根具有特殊的几何意义——它们度量
了线性映射在各 “主方向” 上的伸缩倍率. 不久之后, 英国数学家西尔维斯特(James Joseph
Sylvester) 在 1889 年提出了 “canonical multipliers”(标准乘子) 的概念并给出了现代意义上
的命名. 值得注意的是, Sylvester 正是最早使用 “matrix”(矩阵) 一词的人——他在 1850 年
引入了这一术语. 在此后的 1 年, 他的合作者凯莱 (Arthur Cayley) 系统地发展了矩阵代数.
与 “奇异值”密切相关的是 “特征值”(eigenvalue)概念的命名史. “Eigenvalue”一词源自

德语 “Eigenwert”,其中 “eigen”意为 “自身的、固有的”. 这一术语由希尔伯特(David Hilbert)
在 1904 年研究积分方程时推广使用. 在此之前, 特征值在不同语境下有过许多不同名称: 拉
格朗日 (Lagrange) 称之为 “valeur propre”(固有值), 柯西 (Cauchy) 使用 “valeur carac-
téristique”(特征值), 而在力学中它们被称为 “主值”(principal value) 或 “固有频率”(natural
frequency). 特征值刻画的是一个线性变换作用在同一个空间上的伸缩行为, 而奇异值刻画
的是线性映射在两个不同空间之间的伸缩行为——后者的适用范围更广, 因为它不要求矩阵
是方阵, 也不要求矩阵可对角化.

20 世纪初, 施密特(Erhard Schmidt) 在 1907 年将奇异值分解推广到积分算子 (无穷维
情形), 开创了算子理论中的一个重要分支. 1936 年, 埃卡特 (Carl Eckart)和杨(Gale Young)
证明了截断奇异值分解给出最佳低秩逼近 (即 Eckart–Young 定理, 定理11.211.2), 这一结果奠
定了 SVD 在数据压缩中的理论基础.
然而, 真正使奇异值分解成为实用工具的, 是 20 世纪 60 年代计算机的普及和高效数值

算法的发展. 1965 年, 戈卢布 (Gene Golub)和卡汉 (William Kahan)提出了计算奇异值分解
的稳定数值算法, 使得对大规模矩阵进行 SVD 变得切实可行. 此后, SVD 迅速渗透到科学
与工程的各个角落:
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• 数据压缩与降维: 低秩逼近可用于图像压缩、推荐系统 (如 Netflix Prize竞赛中的矩阵
分解方法) 和基因表达分析;

• 统计学: 主成分分析 (PCA) 的数学本质就是 SVD, 它是现代多元统计分析的基础工
具;

• 信号处理: SVD 用于噪声过滤——保留大奇异值对应的分量 (信号), 丢弃小奇异值对
应的分量 (噪声);

• 数值线性代数: 伪逆和最小二乘法通过 SVD 给出了对任意矩阵 (包括秩亏缺矩阵) 的
统一解法;

• 自然语言处理: 潜在语义分析 (LSA)利用 SVD 提取文本的语义结构, 是现代大语言模
型的先驱技术之一;

• 控制论与动力系统: 奇异值刻画了系统的可控性和可观测性, 在鲁棒控制中起核心作
用.

SVD 与文本检索

把一个文档集合表示成“词语–文档矩阵”后, 矩阵的每一列代表一篇文档, 每一行代
表一个词语. SVD 可以把这个高维矩阵近似为低秩结构, 从而提取若干潜在主题方
向. 这样, 即使两篇文章没有使用完全相同的关键词, 只要它们在低维主题空间中接
近, 检索系统也可能判断它们语义相关. 这就是早期潜在语义分析的线性代数核心.

可以毫不夸张地说, 如果谱定理 (定理10.310.3) 是对称世界的 “终极分解”, 那么奇异值分解
就是一般线性映射的 “终极分解”. 在第1010章中, 我们学习了内积空间和谱定理——它告诉
我们自伴随变换 (对称矩阵) 可以用正交基对角化. 本节将这一思想推广到任意矩阵 (不必
对称, 甚至不必是方阵), 发展奇异值分解理论及其在低秩逼近、主成分分析和最小二乘法中
的应用.

11.1 奇异值分解

在第1010节中, 我们给出了给定线性空间上的自伴随变换的结构定理, 这也称为自伴随变
换的谱定理. 如果 T : V →W 是两个不同空间之间的线性映射, 如何找到 T 的标准型？
矩阵的相抵标准型理论告诉我们, 给定矩阵 A ∈ Mm×n(R), 存在 P ∈ GL(n,R), Q ∈

GL(m,R) 使得：

Q−1AP =

(
Ir O
O O

)
其中 r = rankA. 现在我们在线性空间上附加内积结构, 故希望 P,Q 可以做到正交矩阵.
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定理 11.1 (奇异值分解). 设 A ∈Mm×n(R), 存在 P ∈ O(n), Q ∈ O(m) 使得：

A = QDP T ,

其中

D =



σ1 0 · · · 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · σr · · · 0

0 0 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0


m×n

, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr ≥ 0

. σi 称为 A 的奇异值(singular value).

奇异值分解的几何意义

奇异值分解 A = QDP T 揭示了线性映射最直观的几何本质: 任何线性映射都可以分解
为 “旋转 (或反射) → 沿坐标轴伸缩 → 旋转 (或反射)” 三步.
具体地说, 设 A ∈ Mm×n(R) 的奇异值分解为 A = QDP T , 其中 P ∈ O(n), Q ∈ O(m),

D 是对角型矩阵. 那么对任意 x ∈ Rn, 计算 Ax 可以分为三步:

(1) 定义域中的正交变换: 先计算 y1 = P Tx. 由于 P 是正交矩阵, 这一步将 x 从标准基
变换到由 P 的列向量组成的标准正交基 {v1, . . . , vn} 下的坐标. 几何上, 这是一个旋转
(或反射), 不改变长度.

(2) 沿坐标轴的伸缩: 再计算 y2 = Dy1. 由于 D 是对角型, 这一步只是将第 i 个分量乘以
σi. 几何上, 这是沿各坐标轴方向分别拉伸 σ1, σ2, . . . 倍.

(3) 值域中的正交变换: 最后计算 Ax = Qy2. 由于 Q 是正交矩阵, 这一步将伸缩后的结果
旋转 (或反射) 到最终位置.

我们以 2× 2 的情形来直观说明. 考虑非对称矩阵

A =

(√
3 0

2
√
3

)
.

它的奇异值分解为 A = QDP T , 其中奇异值 σ1 = 3, σ2 = 1, 而

D =

(
3 0

0 1

)
, P =

(
cos 30° − sin 30°
sin 30° cos 30°

)
, Q =

(
cos 60° − sin 60°
sin 60° cos 60°

)
.
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读者可以直接验证 QDP T = A(系统的求解方法将在后面的证明中给出). 注意 P 6= Q, 这
正是非对称矩阵的典型情形: 定义域和值域中的正交基变换是不同的. 下图展示了 A 将 R2

中的单位圆变为椭圆的过程, 以及每一步的几何含义:

x1

x2

v1

v2

单位圆 ∥x∥ = 1

(定义域, vi 为 P 的列)

PT

y1

y2

e1

e2

旋转后仍为单位圆
(PT 只改变基)

D
z1

z2

σ1e1

σ2e2

σ1 = 3

σ2 = 1

沿坐标轴伸缩
(变为轴对齐椭圆)

z1

z2

轴对齐椭圆

Q
x1

x2
σ1w1

σ2w2

最终椭圆 {Ax : ∥x∥ = 1}
(Q 将椭圆旋转到最终方向)

请注意定义域和值域中的正交基变换是不同的: P 将定义域旋转 30°, 而 Q 将值域旋转
60°. 对于对称矩阵 A = AT , 可以证明 P = Q(即定义域和值域使用同一组正交基), 此时奇
异值分解退化为谱定理.
从图中可以清楚地看到:

• 奇异值 σ1, σ2 就是椭圆的两个半轴长度, 度量了线性映射在各 “主方向” 上的伸缩倍
率.

• P 的列向量 v1,v2(称为右奇异向量) 是定义域中的 “主方向”——单位圆上沿这两个方
向的点在映射后成为椭圆的端点.

• Q 的列向量 w1,w2(称为左奇异向量) 是值域中椭圆半轴的方向.

• 若 σ1 = σ2, 则椭圆退化为圆, 此时 A 是一个等比例伸缩 (加旋转); 若某个 σi = 0, 则
椭圆在对应方向上被压扁, 反映了 A 的秩亏缺.

总之, 奇异值分解 A = QDP T 的几何意义可以概括为一句话: 选取定义域和值域中各
一组标准正交基 (P 和 Q 的列), 使得线性映射 TA 在这两组基下的表示变为最简单的对角
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伸缩矩阵 D.

注 11.1. 假设 A = QDP T 是 A 的奇异值分解, 记 Q = (w1, . . . , wm), P = (v1, . . . , vn), 则

A =
r∑

i=1

σiwiv
T
i ,

这是奇异值分解的常用形式.

证明. 我们先证明奇异值的唯一性: 若 A = QDP T , 则

ATA = Pdiag{σ2
1 , . . . , σ

2
n}P T ,

所以 σ2
1 , . . . , σ

2
n 是 ATA 的特征值, 排序后由 A 唯一决定.

下面证明奇异值分解的存在性: 由于 ATA 对称, 从而存在 P ∈ O(n) 使得

P−1(ATA)P =


λ1

. . .
λn

 ,

其中 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0. 设 P = (v1, . . . , vn), 则 ATAvi = λivi.
下面我们证明 Av1, . . . , Avn 相互正交：

〈Avi, Avj〉Rm = (Avi)
T (Avj)

= vTi (A
TAvj)

= λjv
T
i vj

= λj〈vi, vj〉Rn .

因此当 i 6= j 时为 0, 当 i = j 时为 λi.
假设 λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0, λr+1 = · · · = λn = 0. 取

wi =
Avi

||Avi||Rm

=
Avi√
λi

, i = 1, . . . , r

则 w1, . . . , wr 标准正交. 如果我们记 σi :=
√
λi, 则

(Av1, . . . , Avn) = (w1, . . . , wn)



σ1 0 · · · 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · σr · · · 0

0 0 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0


m×n
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即
AP = QD, P ∈ O(n), Q ∈ O(m).

例 11.1 (求解奇异值分解). 设

A =


1 2

1 −1
2 1

 ∈M3×2(R).

我们按照上述证明中的步骤求 A 的奇异值分解 A = QDP T .
第一步: 求奇异值. 计算

ATA =

(
1 1 2

2 −1 1

)
1 2

1 −1
2 1

 =

(
6 3

3 6

)
.

ATA 的特征多项式为

det(λ I−ATA) = (λ− 6)2 − 9 = λ2 − 12λ+ 27 = (λ− 9)(λ− 3),

故特征值为 λ1 = 9, λ2 = 3, 奇异值为 σ1 = 3, σ2 =
√
3.

第二步: 求右奇异向量 P . ATA 的特征向量:

• λ1 = 9: 解 (9 I−ATA)v = 0, 即
(

3 −3
−3 3

)
v = 0, 得 v1 =

1√
2

(
1

1

)
;

• λ2 = 3: 解 (3 I−ATA)v = 0, 即
(
−3 −3
−3 −3

)
v = 0, 得 v2 =

1√
2

(
1

−1

)
.

因此

P = (v1, v2) =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
∈ O(2).

第三步: 求左奇异向量 Q. 由 wi =
Avi

σi
:

w1 =
Av1

σ1
=

1

3
· 1√

2


3

0

3

 =
1√
2


1

0

1

 , w2 =
Av2

σ2
=

1√
3
· 1√

2


−1
2

1

 =
1√
6


−1
2

1

 .
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由于 m = 3 > n = 2, 还需补充 w3 使 {w1,w2,w3} 成为 R3 的标准正交基. w3 可以通过
求 w1 ×w2 或解方程组 (wT

1 x = 0,wT
2 x = 0) 得到. 容易算出

w3 =
1√
3


1

1

−1

 .

因此

Q = (w1, w2, w3) =


1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

1√
2

1√
6
− 1√

3

 ∈ O(3).

直接计算可验证此时 A = QDP T .

11.2 低秩逼近与应用

在数据科学与工程中, 我们经常遇到高维数据: 一张灰度图片可以看作一个 m × n 矩
阵, 一组实验记录构成一个数据矩阵, 一份推荐系统的用户–商品评分表也是一个矩阵. 这些
矩阵往往规模庞大, 但其中蕴含的 “有效信息” 远少于矩阵元素的总数 mn——换言之, 矩阵
近似地具有较低的秩. 奇异值分解恰好提供了一种自然的方式来提取这些有效信息.
除了图像压缩之外, 低秩逼近在推荐系统和自然语言处理中也很重要. 用户–商品评分

矩阵常可近似看成由少数几个 “潜在兴趣” 和 “潜在属性” 生成的低秩矩阵, 这正是矩阵分解
推荐算法的基本思想. 在文本处理中, 词项–文档矩阵的低秩近似则对应潜在语义分析. 因而
低秩并不只是一个技术条件, 而是在刻画数据中隐藏的低维结构.
给定矩阵 A ∈Mm×n(R), 利用奇异值分解我们可以将其写成

A =
r∑

i=1

σiwiv
T
i , r = rankA,

其中 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 是 A 的奇异值, 每个 σiwiv
T
i 是一个秩 1 矩阵. 取 k � r, 则

有近似

Ak =
k∑

i=1

σiwiv
T
i .

存储 A 需要 mn 个数据, 而存储 Ak 只需要 k 个奇异值加上 k 个 m 维向量 wi 和 k 个 n

维向量 vi, 共 k(m+ n+ 1) 个数据. 当 k 较小时, 这是巨大的压缩.

11.2.1 图像压缩的例子

为了直观地理解低秩逼近的效果, 我们以图像压缩为例. 一张 m× n 的灰度图片可以用
矩阵 A = (aij)m×n 表示, 其中 aij 是 (i, j) 点处像素的灰度值（取值范围 0–255, 其中 0 代
表黑色, 255 代表白色）.
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下面选取两个中文字符来观察结构复杂度与奇异值衰减的关系. 先看汉字 “中”. 设
B = (bij) ∈M24×24(R) 是把 “中” 绘制到 24× 24 灰度网格后得到的矩阵, 其显式形式为

B =



255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 254 255 243 226 235 246 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 253 255 208 13 38 229 255 254 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 254 254 255 255 253 255 225 0 42 255 254 255 255 255 254 254 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 254 252 253 227 1 48 253 252 254 254 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 251 246 254 255 255 255 255 239 0 49 255 255 255 255 255 253 245 252 255 255 255

255 255 255 226 39 38 40 45 49 53 49 0 10 54 51 48 44 39 37 37 226 255 255 255

255 255 255 237 15 0 20 18 17 17 15 0 3 16 17 17 18 19 0 12 232 255 255 255

255 255 255 243 19 34 250 250 248 251 225 0 46 251 250 249 250 239 19 17 238 255 255 255

255 255 255 243 17 33 255 255 255 255 231 0 47 255 255 255 255 246 18 16 238 255 255 255

255 255 255 243 17 33 254 254 252 254 228 0 47 254 253 253 254 243 18 16 238 255 255 255

255 255 255 243 17 33 255 255 253 255 229 0 47 255 254 254 255 244 18 16 238 255 255 255

255 255 255 243 17 34 255 255 255 255 234 0 48 255 255 255 255 249 18 16 238 255 255 255

255 255 255 240 24 5 38 37 37 37 34 0 7 37 37 37 37 37 3 21 236 255 255 255

255 255 255 236 24 8 33 32 32 32 29 0 6 32 32 32 32 32 4 19 233 255 255 255

255 255 255 225 0 20 255 255 255 255 232 0 48 255 255 255 255 247 13 0 224 255 255 255

255 255 255 238 142 159 255 255 253 255 229 0 47 255 254 255 255 252 201 196 247 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 253 255 229 0 47 255 253 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 254 251 251 255 255 253 255 228 0 46 255 254 255 255 255 252 252 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 253 255 220 1 43 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 253 255 209 0 31 250 255 254 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 252 255 195 5 25 239 255 254 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 243 212 214 251 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255


这个矩阵的秩为 19, 前 12 个奇异值约为

5195, 1063, 773, 506, 54, 44, 26, 16, 11, 7.5, 5.4, 3.6.

可以看到, 这里在第 4 个奇异值以后就出现了明显的数量级下降. 相应地,

• k = 1: 保留 93.1% 的能量, 相对误差约 26.2%;

• k = 2: 保留 97.0% 的能量, 相对误差约 17.2%;

• k = 4: 保留 99.979% 的能量, 相对误差约 1.45%;

• k = 8: 保留 99.999% 的能量, 相对误差约 0.28%.

原图需要存储 576 个数, 而 B4 只需存储 196 个数. 由于 “中” 主要由几条横竖笔画组成, 其
主结构非常接近低秩对象, 因而只保留少数几个奇异值就已经足够.
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图 16: 汉字 “中” 灰度矩阵 (24× 24, 秩 19) 的低秩逼近: 秩 1 与秩 2 已经保留横竖主轮廓,
秩 4 后字形已很清楚, 秩 8 与秩 12 时几乎与原图无异.

再看一个更复杂的汉字 “国”. 设 C ∈M24×24(R) 是它的灰度矩阵, 其显式形式为
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C =



255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255

255 255 249 232 245 254 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 254 245 232 249 255 255

255 255 232 35 30 27 31 34 36 37 37 38 38 37 37 36 34 31 27 29 36 233 255 255

255 255 247 27 0 51 49 46 47 47 47 47 47 47 47 47 46 49 51 0 27 248 255 255

255 255 252 32 20 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 20 32 252 255 255

255 255 252 31 17 248 230 189 202 207 209 207 210 211 209 205 193 229 248 17 31 252 255 255

255 255 252 31 15 255 163 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 157 255 14 31 252 255 255

255 255 252 31 16 252 207 112 125 133 109 0 67 138 130 127 111 204 252 16 31 252 255 255

255 255 252 31 18 247 255 255 255 255 218 0 132 255 255 255 255 255 247 18 31 252 255 255

255 255 252 31 18 248 253 246 250 255 206 0 125 255 254 254 246 253 248 18 31 252 255 255

255 255 252 31 17 250 252 43 23 31 26 0 17 34 30 23 52 255 248 18 31 252 255 255

255 255 252 31 17 250 252 81 68 79 63 0 37 81 92 77 87 254 248 18 31 252 255 255

255 255 252 31 18 248 255 255 255 255 218 0 133 255 123 154 255 254 248 18 31 252 255 255

255 255 252 31 18 248 252 248 245 247 197 0 122 237 17 0 181 252 245 18 31 252 255 255

255 255 252 31 18 248 255 255 255 255 219 1 129 255 206 106 236 255 247 18 31 252 255 255

255 255 252 31 19 246 110 94 101 105 83 0 49 105 103 111 98 109 247 19 31 252 255 255

255 255 252 31 19 246 30 0 0 0 2 17 8 0 0 0 0 30 246 19 31 252 255 255

255 255 252 31 19 251 231 235 241 244 244 242 244 246 245 243 236 232 251 19 31 252 255 255

255 255 252 31 17 237 251 249 249 249 248 248 248 248 248 249 249 251 237 17 31 252 255 255

255 255 248 35 1 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 3 36 248 255 255

255 255 242 22 5 87 89 89 89 89 89 89 89 89 89 89 89 89 87 0 6 237 255 255

255 255 230 16 33 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 89 74 234 255 255

255 255 249 219 223 250 251 251 251 251 251 251 251 251 251 251 251 251 252 255 255 255 255 255

255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255 255


计算可得 C 的秩为 21, 前 12 个奇异值约为

4542, 1186, 730, 504, 378, 257, 211, 71, 67, 38, 32, 19.

与 “中” 相比, “国” 除了外框之外还有内部结构, 因而奇异值衰减更慢一些. 例如

• k = 1: 保留 89.3% 的能量, 相对误差约 32.6%;

• k = 2: 保留 95.4% 的能量, 相对误差约 21.4%;

• k = 4: 保留 98.85% 的能量, 相对误差约 10.7%;

• k = 8: 保留 99.968% 的能量, 相对误差约 1.80%.

这说明字形内部层次越丰富, 需要保留的奇异值通常也越多.
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图 17: 汉字 “国” 灰度矩阵 (24 × 24, 秩 21) 的低秩逼近: 它比 “中” 包含更多内部结构, 因
而在同样的秩下恢复得略慢; 秩 8 后主要笔画才基本稳定.

为了更清楚地比较两个汉字的差异, 我们列出它们在不同秩下的能量保留比例和相对误
差:

字符与指标 k = 1 k = 2 k = 4 k = 8

“中” 能量保留 93.1% 97.0% 99.979% 99.999%
“中” 相对误差 26.2% 17.2% 1.45% 0.28%
“国” 能量保留 89.3% 95.4% 98.85% 99.968%
“国” 相对误差 32.6% 21.4% 10.7% 1.80%

可以看到, “中” 的奇异值衰减更快, 因而更接近低秩结构; “国” 由于存在外框和内部部件的
双重结构, 需要更多奇异值才能达到与 “中” 相当的恢复精度.
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图 18: 汉字 “中” 与 “国” 的奇异值衰减和累计能量比较. “中” 的曲线下降更快, 对应其更强
的低秩结构; “国” 的内部结构更多, 因而需要保留更多奇异值.

生成这些矩阵和图片的程序核心流程如下.

• 完整脚本保存在tools/generate_svd_zhong_example.py.

• 运行时需要 numpy、Pillow 与 matplotlib.

• 脚本生成pics/svd_zhong.pdf、pics/svd_guo.pdf、pics/svd_decay_compare.pdf,
以及对应的矩阵 .tex 文件和统计文件.

for glyph in ["中", "国"]:
M = render_glyph_as_24_by_24_grayscale_matrix(glyph)
U, s, Vt = np.linalg.svd(M, full_matrices=False)
for k in [1, 2, 4, 8, 12]:

Mk = (U[:, :k] * s[:k]) @ Vt[:k, :]
save_low_rank_panel(glyph, k, Mk)

write_matrix_as_latex(glyph, M)

plot_normalized_singular_values_and_cumulative_energy(["中", "国"])

注 11.2. 在实际应用中, 一张 1000× 1000 的灰度照片需要存储 106 个像素值. 若该图片的
奇异值快速衰减, 取 k = 50 的低秩逼近仅需存储 50 × (1000 + 1000 + 1) = 100,050 个数,
压缩比约为 10 : 1, 而人眼几乎无法分辨差异. 这正是低秩逼近在图像压缩中的威力.

11.2.2 Eckart–Young 定理

直观上感觉, Ak 应该 “很接近”A,接下来我们严格描述这件事. 定义矩阵空间Mm×n(R)
上的 Frobenius 内积：

〈A,B〉F = tr(ATB).
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则矩阵 A,B 的距离为 √
〈A−B,A−B〉F =

√∑
i,j

(aij − bij)2.

定理 11.2 (Eckart-Young, Schmidt). Ak 是秩 ≤ k 的 m×n 矩阵中距离 A 最近的矩阵, 即

||A−Ak||F = min
rank B≤k

||A−B||F .

推论 11.1. 设 A = QDP T , D = diag(σ1, . . . , σn) 是矩阵 A 的奇异值分解, 则

‖A‖F =
√
σ2
1 + · · ·+ σ2

n,

以及
||A−Ak||F =

√
σ2
k+1 + · · ·+ σ2

n.

注 11.3 (能量与逼近误差的直观理解). 上述推论给出了低秩逼近误差的精确公式. 我们可
以将其理解为一种 “能量分配”: 矩阵 A 的 “总能量” 为

‖A‖2F = σ2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
r ,

其中每个奇异值 σi 的平方 σ2
i 恰好是第 i 个秩 1 分量 σiwiv

T
i 贡献的能量（因为不同分量

在 Frobenius 内积下两两正交）. 当我们用 Ak 逼近 A 时, 保留的能量为 σ2
1 + · · · + σ2

k, 丢
弃的能量为 σ2

k+1 + · · ·+ σ2
r , 而

‖A−Ak‖2F
‖A‖2F

=
σ2
k+1 + · · ·+ σ2

r

σ2
1 + · · ·+ σ2

r

= 1− σ2
1 + · · ·+ σ2

k

σ2
1 + · · ·+ σ2

r

.

因此, “前 k 个奇异值集中了 p% 的能量” 等价于 “用 Ak 逼近 A 的相对误差的平方为
(1− p%)”.
回到图1616中汉字 “中” 的例子: 前 4 个奇异值已经携带了几乎全部能量, 此时

σ2
1 + · · ·+ σ2

4

σ2
1 + · · ·+ σ2

19

≈ 99.979%,

对应的 Frobenius 相对误差 ‖B−B4‖F/‖B‖F ≈ 1.45%. 这就是为什么秩 4 逼近在图1616中已
经能清楚恢复主要笔画.

在给出定理11.211.2的证明之前, 我们先给出一些证明中会用到的重要的性质.

引理 11.1. 给定矩阵 A,B ∈Mm×n(R), 任取 P ∈ O(n), Q ∈ O(m), 有

〈QAP T , QBP T 〉F = 〈A,B〉F .

引理 11.2. 给定矩阵 A ∈Mm×n(R), 则

σ1(A) = max
0 ̸=v∈Rn

|Av|Rm

|v|Rn

.
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证明. 考虑对称矩阵 M = ATA, 则根据对称矩阵特征值的最大最小原理有

λ1(A
TA) = max

0 ̸=v∈Rn

〈v,ATAv〉Rn

〈v, v〉Rn

= max
0 ̸=v∈Rn

〈Av,Av〉Rm

〈v, v〉Rn

,

从而有

σ1(A) =
√
λ1(ATA) = max

0 ̸=v∈Rn

|Av|Rm

|v|Rn

.

引理 11.3.

(1) 任取矩阵 A ∈Mm×n(R), 有

σℓ(A−Ak) = σk+ℓ(A)

(2) 任取矩阵 A,B ∈Mm×n(R), 其中 rankB ≤ k, 则

σℓ(A−B) ≥ σk+ℓ(A)

证明. (1): 假设 A 的奇异值分解记为

A =

min{m,n}∑
i=1

σiwiv
T
i ,

则

A−Ak =

min{m,n}∑
i=k+1

σiwiv
T
i ,

从而 σℓ(A−Ak) = σk+ℓ(A).
(2): 假设 A 的奇异值分解记为

A =

min{m,n}∑
i=1

σiwiv
T
i .

我们先证明 ` = 1的情况: 取W = spanR{v1, . . . , vk+1}. 由于 rankB ≤ k,从而 dim kerB ≥
n−k,因此 kerB∩W 6= ∅. 取 0 6= v ∈ kerB∩W ,不妨假设 v =

∑k+1
i=1 aivi,根据引理11.211.2有

σ1(A−B) ≥ |(A−B)v|Rm

|v|Rn

=
|Av|Rm

|v|Rn

=

√∑k+1
i=1 σ

2
i a

2
i√∑k+1

i=1 a
2
i

≥ σk+1(A).

下面我们证明一般的情况: 根据 (1) 有

σℓ(A−B) = σ1 ((A−B)− (A−B)ℓ−1)

= σ1 (A− (B + (A−B)ℓ−1))
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由于 rankB ≤ k, rank(A−B)ℓ−1 ≤ `− 1, 从而

rank(B + (A−B)ℓ−1) ≤ k + `− 1,

根据之前的情形有
σ1 (A− (B + (A−B)ℓ−1)) ≥ σk+ℓ(A).

下面给出定理11.211.2的证明:

证明.

‖A−B‖2F =
n∑

i=1

σ2
i (A−B)

≥
n∑

i=1

σ2
i+k(A)

=
n∑

i=1

σ2
i (A−Ak)

= ‖A−Ak‖2F .

其中第二个不等号用了引理的 (2), 第三个等号用了引理的 (1).

11.3 应用: 低维拟合与主成分分析 (PCA)

在许多实际问题中, 我们采集到的数据虽然形式上是高维的, 但其 “本质维度”往往远低
于观测维度. 例如:

• 经济学: 一个国家的多项经济指标（GDP 增长率、失业率、通胀率、利率等）往往受
到少数几个 “隐藏因子”（如总需求、货币政策等）的共同驱动, 并非独立变化;

• 生物信息学: 在基因表达分析中, 成百上千个基因的表达水平看似高维, 但可能被少数
几条信号通路所调控, 呈现出低维结构;

• 图像识别: 一张 100× 100 像素的人脸图片名义上是 10000 维空间中的一个点, 但所有
人脸图片实际上只分布在一个很低维的 “人脸流形” 附近——光照、表情、角度等几个
参数就能决定图片的大致形态.

在这些场景中, 我们需要从高维数据中找到最能代表数据变化的低维方向. 这就是主成分分
析(principal component analysis, PCA) 的核心问题: 给定 m 个 n 维数据点, 找一个 k 维
子空间 (k � n), 使得数据投影到该子空间后, 损失的信息尽可能少.
我们将看到, 这个问题可以用奇异值分解完美地回答.
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11.3.1 最佳低维拟合

思考 11.1. 给定 m 次实验, 每次实验得到一个 n 维数据, 不妨假设 m� n, 则我们得到如
下矩阵

A =


αT
1

αT
2

...
αT
m

 .

如何判断 α1, . . . , αm 是否落在某个更低维的线性空间附近？

命题 11.1. 给定矩阵 A ∈Mm×n(R),m > n 的奇异值分解

A =
n∑

i=1

σiwiv
T
i .

令 Wk = spanR{v1, . . . , vk}, 则 Wk 使得如下取值最小

m∑
i=1

(dist(αi,W ))2,

其中 W 是 Rn 的 k 维子空间.

证明. 对任意的 k 维子空间 W , 取 W 的标准正交基 {u1, . . . , uk}, 则

(dist(αi,W ))2 = ‖α− ProjWα‖2

= ‖α−
k∑

i=1

〈α, ui〉ui‖2

= ‖αT − ((α, u1), . . . , (α, uk))


uT1
...
uTk

 ‖F .
从而

m∑
i=1

(dist(αi,W ))2 = ‖A−


〈α1, u1〉 . . . 〈α1, uk〉

...
...

〈αn, u1〉 . . . 〈αn, uk〉



uT1
...
uTk

 ‖2F .
另一方面, 由于 α =

∑n
i=1〈α, vi〉vi, 故我们可以写成

αT = (〈α, v1〉, . . . , 〈α, vn〉)P,
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其中 P = (v1, . . . , vn), 从而

A = QDP T ,

其中 QD 的第 i 行为 (〈αi, v1〉, . . . , 〈αi, vn〉), 所以

QD



vT1
...
vTk

0
...
0


= Ak.

根据定理11.211.2可知 Wk 实现了
∑m

i=1(dist(αi,W ))2 的最小值.

11.3.2 去中心化与主成分

在上面的例子中, 我们将数据矩阵 A 减去了行均值 µ 后再做奇异值分解. 这一步去中
心化 (centering) 操作在统计学中是自然的: 数据的均值 µ 反映的是 “数据集中在哪里”, 而
我们关心的是 “数据如何散布”. 去掉均值后, 数据的散布完全由协方差矩阵

Σ =
1

m− 1
BTB

描述, 其中 B = A− µ 是中心化后的数据矩阵. 如果 B 的奇异值分解为 B = QDP T , 则

Σ =
1

m− 1
PD2P T ,

即协方差矩阵的特征向量恰好是 B 的右奇异向量 v1, . . . , vn, 对应的特征值为 λi = σ2
i /(m−

1).

定义 11.1 (主成分). 设 B = A− µ 是中心化后的 m× n 数据矩阵, B = QDP T 是其奇异
值分解, P = (v1, . . . , vn). 则称 vi 为数据的第 i 主成分方向 (the i-th principal component
direction), σ2

i /(m − 1) 为第 i 主成分的方差. 称 σ2
i /
∑

j σ
2
j 为第 i 主成分的方差解释比

(variance explained ratio).

例 11.2 (二维数据的主成分). 考虑 m = 20 个二维数据点 α1, . . . , α20 ∈ R2（例如, 某地 20

天的最高温度和日照时长）. 将这些数据排成 20 × 2 矩阵 A, 减去均值 µ 得到中心化数据
矩阵 B = A− µ. 对 B 做奇异值分解, 得到两个奇异值

σ1 ≈ 8.72, σ2 ≈ 1.76.
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对应的方差解释比为
σ2
1

σ2
1 + σ2

2

≈ 96.1%, σ2
2

σ2
1 + σ2

2

≈ 3.9%.

这说明数据的变化几乎完全集中在第一主成分方向 v1 上——数据点近似分布在一条过均值
µ 的直线上. 图1919的左图显示了数据点（蓝色）、两个主成分方向 v1（红色, 数据主要变化
方向）和 v2（橙色, 次要方向）, 以及每个点到 v1 方向的投影（灰色虚线）; 右图是 “碎石
图”(scree plot), 直观展示了各主成分解释的方差比例.
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图 19: 二维数据的主成分分析. 左图: 数据散点与两个主成分方向 v1, v2, 灰色线段为数据到
第一主成分方向的投影残差. 右图: 碎石图, 第一主成分解释了 96.1% 的方差.

主成分分析的基本思路是: 若前 k 个主成分的方差解释比之和已经很接近 1, 则将 n

维数据投影到 k 维子空间 span{v1, . . . , vk} 上, 就能用远少于 n 个坐标来近似表示原始数
据, 同时保留绝大部分信息. 下面的命题说明, 经过去中心化后, 最佳的 k 维仿射拟合就是
µ+ span{v1, . . . , vk}. 为此我们先证明一个引理.

引理 11.4. 设 W 是 Rn 的一个 k 维子空间, α1, . . . , αm ∈ Rn. 在所有形如 β+W（β ∈ Rn）
的 k 维仿射子空间中, 使得

m∑
i=1

dist(αi, β +W )2

最小的平移向量为 β = ProjW⊥µ, 其中 µ = 1
m

∑m
i=1 αi 是数据的均值. 等价地, 最佳仿射子

空间为 µ+W .

证明. 注意到 dist(αi, β +W ) = dist(αi − β,W ) = ‖ProjW⊥(αi − β)‖. 因此
m∑
i=1

dist(αi, β +W )2 =
m∑
i=1

‖ProjW⊥(αi − β)‖2.
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将 β 分解为 β = βW + βW⊥ , 其中 βW ∈W , βW⊥ ∈W⊥, 则

ProjW⊥(αi − β) = ProjW⊥αi − βW⊥ .

记 γi = ProjW⊥αi ∈W⊥, 上式变为
m∑
i=1

‖γi − βW⊥‖2.

这是 W⊥ 中 m 个点 γ1, . . . , γm 到定点 βW⊥ 的距离平方和. 由初等不等式可知, 当 βW⊥ =
1
m

∑m
i=1 γi = ProjW⊥µ 时此式取最小值. 此时 β + W = ProjW⊥µ + W = µ + W（因为

µ− ProjW⊥µ = ProjWµ ∈W）.

命题 11.2. 令 µ = 1
m

∑m
i=1(α

T
i ), 以及 µ = (1, . . . , 1)T · µ. 对 B = A − µ 做奇异值分解得

到 B = QDP T , 其中 P = (v1, . . . , vn), 则

µ+ spanR(v1, . . . , vk)

是 k 维仿射平面中与 α1, . . . , αm 距离平方和最小的.

证明. 设 β+W 是任意一个 k 维仿射子空间. 由引理11.411.4, 对于固定的 W , 最佳平移 β 使得
β +W = µ+W . 因此问题化为: 在所有 k 维子空间 W 中, 最小化

m∑
i=1

dist(αi, µ+W )2 =
m∑
i=1

dist(αi − µ,W )2.

记 βi = αi − µ 为中心化后的数据, 即矩阵 B = A − µ 的第 i 行. 由命题11.111.1, 使∑m
i=1 dist(βi,W )2 最小的 k 维子空间恰好是 Wk = span{v1, . . . , vk}, 其中 v1, . . . , vk 是

B 的前 k 个右奇异向量. 因此最佳 k 维仿射子空间为 µ+Wk = µ+ span{v1, . . . , vk}.

注 11.4 (历史注记). 主成分分析的思想最早可以追溯到 Karl Pearson 在 1901 年的工作1010:
他从几何角度提出了 “寻找与数据点距离平方和最小的直线（或平面）” 这一问题, 本质上
就是上面的命题. 1933 年, Harold Hotelling1111 从统计学角度重新发现了这一方法, 并正式引
入了 “主成分”(principal components) 这一术语, 将其与协方差矩阵的特征值问题联系起来.
主成分分析与奇异值分解之间的深层关系, 则是在此后数十年间逐渐被数学家和统计学家所
认识和系统化的.
如今, 主成分分析已成为数据科学中最基础也最广泛使用的降维工具之一. 例如, Turk

和 Pentland 在 1991 年提出的 “特征脸”(Eigenface)方法, 就是将 PCA 应用于人脸图像: 将
每张 m × n 的人脸图片展平为一个 mn 维向量, 对大量人脸图片构成的数据矩阵做主成分
分析, 前几个主成分方向（即 “特征脸”）捕捉了人脸变化的主要模式（如光照、表情、脸型
等）, 仅用 20–50 个主成分就能较好地重建任意一张人脸.

10K. Pearson, On lines and planes of closest fit to systems of points in space, Philosophical Magazine, 1901.
11H. Hotelling, Analysis of a complex of statistical variables into principal components, Journal of Educational Psy-

chology, 1933.

288



11.4 应用场景: 最小二乘法

11.4.1 历史背景

最小二乘法是数学史上最富传奇色彩的方法之一. 1801 年 1 月 1 日, 意大利天文学家
皮亚齐(Giuseppe Piazzi) 在西西里岛发现了第一颗小行星谷神星(Ceres). 他在接下来 41 天
里观测到谷神星在天球上的 24 个位置, 但此后谷神星运行到太阳背后, 消失在天文学家的
视野中. 如何根据这 24 个观测数据预测谷神星再次出现时的位置? 这一挑战吸引了当时欧
洲最杰出的数学家.

24 岁的高斯(Carl Friedrich Gauss) 利用他发明的最小二乘法, 成功预测了谷神星的轨
道. 1801 年 12 月 31 日, 天文学家齐亚尼 (Franz Xaver von Zach) 在高斯预测的位置附近
重新发现了谷神星, 与预测仅相差不到 1 度. 这一壮举使高斯一举成名.
高斯在 1809 年出版的天体运动论(Theoria Motus Corporum Coelestium) 中系统阐

述了最小二乘法, 声称自己从 1795 年起就已经在使用这一方法. 然而, 法国数学家勒让
德(Adrien-Marie Legendre) 在 1805 年的著作中率先公开发表了最小二乘法, 并给出了这一
名称 (“méthode des moindres carrés”). 两人之间关于优先权的争论持续了多年, 但无论如
何, 最小二乘法迅速成为科学中最基本的数据拟合工具.

11.4.2 问题的提出与几何解释

最小二乘法的核心问题可以描述如下: 假设我们有 n 个可控变量 a1, . . . , an 和一个待
预测的响应变量 y, 我们相信 y 与 ai 之间存在近似的线性关系

y ≈ x1a1 + x2a2 + · · ·+ xnan,

其中 x1, . . . , xn 是待确定的参数. 进行 m 次独立实验后, 我们得到 m 组数据 (αi, bi) (i =
1, . . . ,m), 其中 αi = (ai1, . . . , ain)

T ∈ Rn 是第 i 次实验的自变量取值, bi ∈ R 是对应的观测
值. 将所有数据写成矩阵形式: 

αT
1

αT
2

...
αT
m



x1
...
xn

 =


b1
...
bm

 .

即 Ax = b, 其中 A ∈Mm×n(R), b ∈ Rm.
当 m � n 时 (实验次数远多于参数个数), 方程组 Ax = b 通常是超定的 (overdeter-

mined), 即无精确解. 此时我们退而求其次, 寻找使残差平方和 (residual sum of squares)

‖Ax− b‖2 =
m∑
i=1

(αT
i x− bi)2
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最小的 x, 这就是最小二乘问题(least squares problem).
这个问题有一个优美的几何解释. 记 W = imA 为 A 的列空间, 则当 x 取遍 Rn 时, Ax

取遍 W . 因此最小二乘问题等价于: 在子空间 W 中找到与 b 距离最近的点. 由正交投影的
理论 (命题 10.410.4), 这个最近点恰好是 b 在 W 上的正交投影 ProjW b, 最小残差为

‖b− ProjW b‖.

因此, 最小二乘解 x̂ 满足 Ax̂ = ProjW b, 等价于残差 b−Ax̂ 正交于 W 的每个向量, 即

AT (Ax̂− b) = 0 ⇐⇒ ATAx̂ = AT b.

上式称为正规方程(normal equation). 当 A 列满秩时, ATA 可逆, 最小二乘解唯一: x̂ =

(ATA)−1AT b. 当 A 不列满秩时, 解不唯一, 各解之间相差 kerA 中的元素. 通常我们要求在
所有最小二乘解中选取范数最小的那个, 称为最优最小二乘解(minimum norm least squares
solution).

11.4.3 伪逆与最小二乘定理

正规方程给出了最小二乘解的一种求法, 但当 ATA 不可逆 (即 A 不列满秩) 时就失效
了. 奇异值分解提供了一种统一的、对任意矩阵都适用的方法. 给定矩阵 A ∈ Mm×n(R) 以
及其奇异值分解

A = QDP T ,

其中

D =



σ1 0 · · · 0 · · · 0

0 σ2 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · σr · · · 0

0 0 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0


令

A† = PD†QT ,
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其中

D† =



σ−11 0 · · · 0 · · · 0

0 σ−12 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · σ−1r · · · 0

0 0 · · · 0 · · · 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 · · · 0 · · · 0


n×m

.

矩阵 A† 称为 A 的 Moore-Penrose 伪逆(pseudoinverse). 则有如下定理:

定理 11.3 (最小二乘解). 对于 Ax = b,则 x̂ = A†b是最优最小二乘解,即在所有使 ‖Ax−b‖
最小的 x 中, x̂ 的范数最小.

证明. 首先证明 Ax̂− b ⊥ imA, 即验证

AT (A(A†b)− b) = 0.

直接计算有

PDTQT (QDP TPD†QT − Im)b = (PDTDD†QT − PDTQT )b

= (PDTQT − PDTQT )b

= 0.

再验证 kerA ⊥ A†b: 由于 kerA = ker(QDP T ) = kerD, 以及 A†b = PD†QT b, 即验证

D†QT b ⊥ kerD,

而由 D 以及 D† 的表达式是显然的.

注 11.5. 如果想用
y = x1a1 + · · ·+ xnan + c

去拟合数据, 则考虑 
αT
1 , 1

αT
2 , 1
...

αT
m, 1





x1

x2
...
xn

c


=


b1

b2
...
bm


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令

Ã =


αT
1 , 1

αT
2 , 1
...

αT
m, 1

 ,

考虑 Ã† 即可.

11.4.4 例子: 直线拟合

例 11.3. 假设有 4 个数据点 (1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 4), 我们希望找到一条直线 y = kx + c

最好地拟合这些数据. 将数据写成矩阵形式
1 1

2 1

3 1

4 1


︸ ︷︷ ︸

A

(
k

c

)
=


2

3

5

4


︸ ︷︷ ︸

b

.

此方程组无精确解. 由正规方程 ATAx̂ = AT b, 计算

ATA =

(
30 10

10 4

)
, AT b =

(
39

14

)
.

解得 x̂ = (ATA)−1AT b. 由 det(ATA) = 120− 100 = 20, 有

(ATA)−1 =
1

20

(
4 −10
−10 30

)
,

从而

x̂ =
1

20

(
4 −10
−10 30

)(
39

14

)
=

1

20

(
16

30

)
=

(
0.8

1.5

)
.

因此最佳拟合直线为 y = 0.8x+ 1.5. 四个数据点的预测值分别为 2.3, 3.1, 3.9, 4.7, 残差分
别为 0.3, 0.1, −1.1, 0.7, 残差平方和为 0.09 + 0.01 + 1.21 + 0.49 = 1.8.

11.4.5 最小二乘与主成分分析的比较

最小二乘法和主成分分析 (PCA) 都是数据分析中最基本的工具, 它们的目标看似相似
——“用低维结构拟合高维数据”——但在几何上有本质的区别.

注 11.6 (最小二乘与 PCA 的区别). 考虑平面上 m 个数据点 (α1, b1), . . . , (αm, bm).

292



(1) 最小二乘法寻找直线 y = kx + c 使得竖直方向的误差平方和
∑

i(kαi + c − bi)2 最小.
这里有一个不对称性: x 是自变量 (已知), y 是因变量 (待预测), 我们只度量 y 方向的
偏差. 几何上, 最小二乘法最小化的是数据点到拟合直线的竖直距离的平方和.

(2) 主成分分析寻找通过数据中心的直线, 使得数据点到该直线的正交距离 (即垂直距离)
的平方和最小. PCA 不区分自变量和因变量, 各坐标地位平等. 由命题 11.111.1, 这等价于
最大化数据在该方向上的投影方差.

特别地, 当自变量和因变量的地位相同 (例如寻找数据的主要变化方向) 时, 应使用 PCA;
当目标是用一组已知变量预测另一个变量时, 应使用最小二乘回归.

尽管出发点不同, 两者在数学上有深刻的联系: 它们都可以通过奇异值分解来统一求解.
给定中心化的数据矩阵 A, PCA 提取的是 ATA 的特征向量 (主成分方向), 而最小二乘法利
用的是 A 的伪逆 A†(通过奇异值的倒数构造). 可以说, SVD 为理解线性数据分析提供了一
个统一的代数框架.

11.5 习题

11.5.1 练习题

习题 11.1 (一个几乎不用计算的 SVD). 设

A =


3 0

0 1

0 0

 .

1. 直接观察 A 把 R2 的单位圆映到 R3 中什么图形.

2. 写出 ATA, 求其特征值.

3. 写出 A 的奇异值.

4. 给出一个 A = UΣV T 的奇异值分解.

习题 11.2. 设 A 是可逆实方阵, 奇异值为 σ1, . . . , σn. 求 A−1 的奇异值.

习题 11.3 (极分解). (1) 陈述复矩阵的奇异值分解定理 (类似于实矩阵的版本).

(2) 设 A ∈ GLn(C). 利用奇异值分解证明: 存在酉矩阵 U ∈ U(n) 和正定厄米特矩阵 P , 使
得 A = UP . 这称为 A 的极分解(polar decomposition).

(3) 证明极分解的唯一性. (这说明 GLn(C) 同胚于 U(n) × H+
n , 其中 H+

n 是所有正定厄米
特矩阵的集合.)
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习题 11.4 (奇异值刻画正规矩阵). 设 A是 n阶复方阵, 奇异值为 σ1(A) ≥ · · · ≥ σn(A) ≥ 0,
特征值为 λ1, . . . , λn(按代数重数计). 证明:

n∑
i=1

σi(A)
2 ≥

n∑
i=1

|λi|2,

等号成立当且仅当 A 是正规矩阵.
(提示: 先证任意复方阵可酉相似于上三角阵, 然后比较两边的 Frobenius 范数.)

习题 11.5. 设

A =

(
3 0

0 1

)
.

直接写出 A 的奇异值，并说明它对单位圆的拉伸效果。

习题 11.6. 计算

ATA, A =


1 1

0 1

1 0

 .

习题 11.7. 设

A =

(
1 0

0 0

)
.

求 A 的秩和奇异值。

习题 11.8. 解释为什么奇异值一定是非负数。请从 ATA 的特征值角度说明。

习题 11.9. 一个 3× 2 矩阵 A 的奇异值为 5, 2。求 ATA 的特征值。

习题 11.10. 给定矩阵

A =


2 0

0 1

0 0

 .

写出它的一个奇异值分解。

11.5.2 思考题

习题 11.11 (奇异值不等式). 设 A,B 是两个 m× n 实矩阵. 证明:

σk+l−1(A+B) ≤ σk(A) + σl(B), k + l − 1 ≤ min(m,n).

习题 11.12 (奇异值-特征值乘积不等式). 设 A 是 n 阶复方阵, 特征值为 λ1, . . . , λn(按模从
大到小排列), 奇异值为 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0. 证明对任意 k = 1, . . . , n:

|λ1λ2 · · ·λk| ≤ σ1σ2 · · ·σk.
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习题 11.13. 假设平面 R2 上有三个点的坐标为 α1 = (1, 0), α2 = (−1,−1), α3 = (0, 1). 以
αi 做成第 i 行的行向量的 3× 2 矩阵记为 A.

(1) 请写出矩阵 A 的一个奇异值分解.

(2) 在标准内积和距离下，找到平面上哪一条直线（一维仿射空间）到这三个点的距离平方
之和最小.

习题 11.14. 对形如 A =

(
a −b
b a

)
的矩阵写下一个极分解.

习题 11.15. 证明第一个奇异值不等式，假设 A 是 n-阶实方阵，且有实特征值 λ, 证明
σ1(A) ≥ |λ|.

习题 11.16. 假设 A 是 n 阶实方阵. 判断题: 证明或举出反例.

(1) n 阶方阵 A 为正交矩阵当且仅当它有 n 个奇异值, 值都是 1.

(2) 如果 n 阶方阵有 n 个奇异值, 则所有奇异值的乘积等于所有特征值的模的乘积.

(3) 假设 n 阶方阵 A 的奇异值分解为 A = QDP T , 而 A + In 的奇异值分解为 A + In =

Q(D + In)P
T , 则 A 是对称矩阵.

(4) 如果 n 阶方阵 A 的 n 个奇异值就是它的 n 个特征值的绝对值, 则 A 是否一定是对称
矩阵?

习题 11.17. 请证明 m× n 实矩阵 A 的第 k 个奇异值的 Min-Max 描述.

σk = min {max {|A(x)| : x ⊥Wk, |x| = 1} :Wk ⊂ V 子空间, dimWk = k − 1}

这里先固定 k − 1 维子空间 Wk，取出对应的最大值 max {|A(x)| : x ⊥Wk, |x| = 1} . 然后
让 Wk 取遍 k − 1 维子空间，取出这些值中的最小值.
证明实矩阵 A 的第 k 个奇异值的 Max-Min 描述.

σk = max {min {|A(x)| : x ∈Wk, |x| = 1} :Wk ⊂ V 子空间, dimWk = k}

习题 11.18. 设 A 为 m × n 实矩阵，则存在唯一的 n × m 实矩阵 A†, 满足以下条件：
AA†A = A；A†AA† = A†；AA† 和 A†A 都是实对称矩阵. 上述矩阵 A† 称为 A 的 Moore-
Penrose 广义逆．特别地，A 是方阵且可逆时，这就是通常的逆矩阵.

习题 11.19 (Frobenius 范数与奇异值). 设 A ∈Mn(R)，奇异值为 σ1 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0。

1. 证明 ‖A‖2F = tr(ATA) =
∑n

i=1 σ
2
i。
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2. 证明奇异值 Weyl 不等式：

|σk(A)− σk(B)| ≤ ‖A−B‖,

其中右侧为算子范数。

习题 11.20 (条件数与最近奇异矩阵). 设 A 是 n 阶可逆实矩阵，使用算子 2-范数定义条件
数

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖.

1. 证明 κ(A) = σ1(A)/σn(A)。

2. 证明
κ(A)−1 = min

{
‖A−B‖
‖A‖

: B 是奇异矩阵
}
.

习题 11.21 (列 Gram 矩阵与左正交因子分解). 设 A,B ∈Mn(R)。证明以下两个条件等价：

1. ATA = BTB；

2. 存在正交矩阵 Q，使得 B = QA。

复矩阵情形中，把 R, T、正交矩阵分别改成 C, ∗、酉矩阵，结论仍然成立。

习题 11.22 (实正交投影差的秩公式). 设 P,Q ∈Mn(R) 是两个正交投影，即

P 2 = P = P T , Q2 = Q = QT .

证明：
rank(P −Q) = rankP + rankQ− 2dim(im(P ) ∩ im(Q)).

习题 11.23 (奇异值的最大最小伸缩). 在 Rn 中，记标准内积下向量 v 的长度为 ‖v‖。设

A =



1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 −1
1 −1 1

1 −1 −1


.

1. 对 x ∈ R3 \ {0}，求 ‖Ax‖/‖x‖ 的最大可能值和最小可能值。

2. 求使得 ‖Ax‖/‖x‖ 取到最大值的一个向量 x。

296



习题 11.24 (显式奇异值分解). 设

A =

[
3 −3 3

−1 5 −1

]
.

求一个奇异值分解
A = UDV,

使得 U 为 2 阶正交矩阵，V 为 3 阶正交矩阵，

D =

[
σ1 0 0

0 σ2 0

]
, σ1 ≥ σ2 > 0.

习题 11.25 (到酉群的最小秩距离). 设 A ∈Mn(C)。定义

d(A) = min
U∈U(n)

rank(A− U).

令 A 的奇异值为 σ1, . . . , σn，并记

p+ = #{j : σj > 1}, p− = #{j : σj < 1}.

证明：
d(A) = max{p+, p−}.

习题 11.26 (压缩算子的最小酉扩张维数). 设 A ∈Mn(C) 满足 ‖A‖ ≤ 1。称酉矩阵

W =

(
A B

C D

)
∈Mn+s(C)

是 A 的酉扩张。证明：存在这样的酉扩张当且仅当

s ≥ rank(I −A∗A).

因此 A 的最小酉扩张维数为
n+ rank(I −A∗A).
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12 应用选读: Transformer：从内积、矩阵乘法到语言生成

选学背景

本章展示线性代数在大语言模型中的用法, 其中训练梯度和反向传播需要微积分背
景, 可作为进阶选读内容.

2017 年, Vaswani 等人在论文 Attention Is All You Need 中提出了 Transformer 架构.
此后, Transformer 成为自然语言处理、大语言模型、计算机视觉和科学计算中的重要基础
模型之一. 从线性代数的角度看, Transformer 并不是一个完全陌生的对象: 它的核心计算反
复使用我们已经学习过的标准基、矩阵乘法、内积、行随机矩阵、仿射变换、投影、矩阵分
块和矩阵参数优化.

注 12.1 (本节与原始 Transformer 的关系). 原始 Transformer 论文主要为机器翻译提出了
encoder–decoder 架构; 现代大语言模型中常见的是只保留 decoder 侧思想的因果语言模型,
即每个位置只能使用它左边和当前位置的信息来预测下一个词元. 本节为了突出线性代数
主线, 主要讲 decoder-only / causal self-attention 的核心计算.

本节内容可分为两层. 第一层是不涉及微积分的“前向计算”:

文本 −→词元编号 −→向量矩阵 −→注意力加权平均 −→下一个词元概率 .

第二层是训练时才需要的“参数学习”:

预测概率 −→损失函数 −→计算梯度 −→更新参数矩阵 .

初读时可先掌握第一层; 第二层可暂时理解为“参数矩阵通过训练逐步调整”.

文本
词元
编号

嵌入
矩阵 X

注意力
AV

词表分数
z

概率
p

训练时: 若正确词元概率太小,
就调整 E,WQ,WK ,WV ,W1,W2,WU , . . .

我们不会讨论工程实现中的全部细节, 而是集中解释三个问题:

1. Transformer 怎样把一段文字表示成矩阵;

2. 注意力机制怎样用内积和矩阵乘法汇总上下文信息;

3. 语言模型怎样通过预测下一个词元来训练, 又怎样逐步生成文本.
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12.1 Transformer 模型的训练过程概览

本节先从整体上说明 Transformer 模型是如何被训练成大语言模型的. 后面的小节再分
别介绍其中涉及的线性代数结构.
大语言模型的训练首先需要大量文本数据. 原始文本不能直接输入模型, 而要先经过分

词器切分成词元, 再把词元转换成编号序列, 构成词表, 其大小记为 m. 例如一段文本可以被
表示为

i1, i2, . . . , in,

其中每个 it 是词表中的一个编号. 这些编号再通过嵌入矩阵变成向量, 从而得到输入矩阵

X ∈Mn×d(R).

这里 n 是输入序列长度, d 是模型的隐藏维度, X 的第 t 行是词元 it 的表示向量. 因此, 在
进入 Transformer 之后, 模型处理的对象已经不再是原始文字, 而是一个由词元向量排成的
矩阵.
大语言模型最常见的预训练任务是预测下一个词元. 也就是说, 模型看到前面的词元

i1, i2, . . . , it,

要预测下一个词元 it+1 是什么. 例如给定句子前半部分

“小明把奖杯放进箱子, 因为它太”,

模型需要判断下一个词元更可能是 “大”、“小” 还是其他词元. 从数学上看, 模型最终会在整
个词表上输出一个概率分布

p = (p1, . . . , pm),

其中 m 是词表大小, pj 表示下一个词元是第 j 个词元的概率. 训练的目标就是让正确词元
对应的概率尽可能大.
输入矩阵 X 会依次经过许多层 Transformer. 每一层大致由多头注意力、残差连接、层

归一化和前馈网络组成. 多头注意力让每个位置根据上下文更新自己的表示; 前馈网络对每
个位置的表示进一步做非线性变换; 残差连接帮助保留原有信息; 层归一化则使每一层的表
示更加稳定. 经过多层叠加后, 第 t 个位置的向量不再只是第 t 个词元本身的表示, 而是融
合了前后上下文信息的表示.
最后, 模型用某个位置的输出向量来预测下一个词元. 这个向量通常先经过一个线性变

换, 从 d 维空间映射到 m 维空间:
Rd −→ Rm.

得到的 m 个数可以理解为模型给词表中每个词元打的分数. 这些分数通常称为 logits. 再经
过 softmax 函数之后, 它们变成词表上的概率分布. 概率越大的词元, 模型认为越可能作为
下一个词元出现.
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训练时, 模型的预测通常不会一开始就正确. 因此需要定义损失函数来衡量预测结果和
正确答案之间的差距. 对下一个词元预测任务, 常用的是交叉熵损失. 它的基本作用是: 如
果模型给正确词元的概率很高, 损失就小; 如果模型给正确词元的概率很低, 损失就大. 然后
通过反向传播计算各个参数应该如何调整, 再用优化算法更新这些参数.
在 Transformer 中, 需要学习的参数包括嵌入矩阵, 注意力机制中的查询、键、值和输

出矩阵, 前馈网络中的权重矩阵和偏置向量, 层归一化中的缩放和平移参数, 以及最后把隐
藏向量映射到词表概率分布的输出矩阵. 因此, 从线性代数角度看, 训练过程就是不断调整
一大批矩阵和向量, 使模型在预测下一个词元时越来越准确.

整个预训练过程可以概括为

读入文本 −→切分词元 −→变成向量矩阵 −→经过多层 Transformer

−→预测下一个词元 −→计算损失 −→更新参数.

这个过程在海量文本上反复进行. 随着训练推进, 模型逐渐学到词元之间的统计关系、语法
结构、语义联系, 以及更复杂的上下文模式.
所谓大模型, 主要体现在三个方面. 第一, 模型参数很多, 例如隐藏维度更大、层数更多、

注意力头更多、前馈网络更宽. 第二, 训练数据很多, 模型需要在大量文本上学习语言和知
识结构. 第三, 训练计算量很大, 通常需要大量专门的计算设备. 因此, “大”不只是指词表大,
更主要是指参数规模、数据规模和计算规模都很大.
预训练得到的模型本质上学会的是根据上下文续写文本. 为了让它更适合回答问题、遵

循指令和进行对话, 通常还会进行后续训练, 例如监督微调和偏好优化. 监督微调用人工整
理的问答或指令数据训练模型, 使它学会按照任务要求作答; 偏好优化则进一步让模型的回
答更符合人类偏好. 经过这些步骤后, 预训练模型才逐渐变成我们熟悉的对话式大语言模型.

12.2 神经网络的基础结构

在机器学习中, 一个模型可以看成带有许多可调参数的函数. 在线性代数语言中, 这些
参数常常就是矩阵和向量中的元素. 假设我们有一个输入数据矩阵

X =


xT1

xT2
...
xTn

 ∈Mn×d(R),

最基本的一层神经网络常写成
Y = XW + 1bT ,

其中
W ∈Md×r(R), b ∈ Rr,
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1 是长度为 n 的全 1 列向量. 第 i 行满足

yTi = xTi W + bT .

也就是说, 每个输入向量先和若干权重向量做内积, 再加上偏置.
在实际的神经网络中，通常还会对这些结果再施加一个非线性函数 φ，得到

Z = φ(Y ) = φ(XW + 1bT ).

这里的 φ 对矩阵中的每个分量分别作用。对应到单个神经元，就是

输出 = φ(xTw + b),

也就是说，单个神经元先计算一个线性表达式 xTw+ b ∈ R，再通过非线性函数 φ 得到最终
输出。这个非线性步骤是神经网络能够表示复杂函数的关键；如果没有非线性函数，多层线
性变换复合起来仍然只是一个线性变换。

注 12.2 (非线性函数的作用). 如果连续做两层但不加非线性函数, 那么

(XW1 + 1bT1 )W2 + 1bT2 = X(W1W2) + 1(bT1W2 + bT2 ),

仍然只是一个仿射变换. 换句话说, 多层仿射变换的复合仍等价于一层仿射变换. 为了让模
型表达更复杂的关系, 需要在矩阵乘法之间加入非线性函数, 例如

ReLU(x) = max{0, x}.

对矩阵使用 ReLU 时, 通常是对每个元素分别作用.

训练神经网络可以粗略看成如下循环:

输入→前向计算→预测→计算损失→调整参数→更新模型 .

在 Transformer 中, 嵌入矩阵 E, 注意力中的 WQ,WK ,WV ,WO, 前馈网络中的 W1,W2, 输
出层中的 WU , 都属于可以训练的参数矩阵.

神经网络说法 线性代数写法 直观含义

权重 矩阵 W 或向量 w 可调的系数

偏置 向量 b 整体平移或默认倾向

一层网络 XW + 1bT 批量做内积与加权求和

激活函数 φ 加入非线性, 避免多层塌缩

训练 更新 W, b 等参数 提高正确答案概率
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12.3 注意力机制：从整句编码到选择性读取

早期处理句子的模型常采用递推方式: 从左到右逐个词元更新状态. 这样做有一个直观
问题: 如果一个词需要参考很远处的信息, 那么信息要经过很多步才能传递到当前位置, 中
间过程越长, 信息越容易衰减.
注意力机制换了一种思路: 在更新某个位置时, 不必只依赖上一步传来的信息, 而是直

接给序列中每个位置分配一个权重, 再做加权平均. 也就是说, 第 i 个位置需要确定:

第1, 2, . . . , n 个位置中哪些对当前位置最有参考价值?

这些权重排成矩阵 A = (aij). 第 i 行就是第 i 个位置看向所有位置的权重:

x̃i =
n∑

j=1

aijvj , aij ≥ 0,
n∑

j=1

aij = 1.

因此在 Transformer 中, 注意力指的是

根据相关程度, 对若干值向量做加权平均.

例 12.1 (一句话中的“它”). 考虑句子:

“小明把奖杯放进箱子, 因为它太大了.”

这里“它”究竟更像指“奖杯”还是“箱子”, 需要参考前面的词. 注意力矩阵中,“它”所
在那一行可以理解为: 这个位置在更新自己的表示时, 分别给“小明”“奖杯”“箱子”等位
置多少权重.
注意: 这只是一个帮助理解的图像. 真实模型中的每一层、每一个注意力头都有自己的

注意力权重; 这些权重可以画成热力图, 并反映某些词之间的信息交互强弱，但不能简单等
同于模型做出判断的全部理由.

12.4 从词元到矩阵：语言如何进入向量空间

计算机不能直接处理自然语言中的汉字、单词或标点. 在输入模型之前, 一段文本首先
要被切分成若干个词元. 词元可以是一个字、一个词、一个词的一部分, 也可以是标点或特
殊符号.
设词表大小为 m. 词表可以理解为一个固定的编号表:

1, 2, . . . ,m.

每个编号对应一个词元. 例如, 第 i 个编号对应第 i 个词元. 在通常的训练过程中, 词表本身
是固定的: 哪些词元被收入词表, 以及它们的编号, 一般不会随着训练改变.
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为了把词元输入模型, 我们可以先用标准基向量表示它. 对 1 ≤ i ≤ m, 令

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T ∈ Rm,

其中只有第 i 个分量为 1, 其余分量为 0. 这称为第 i 个词元的 one-hot 表示. 它也是一个
特殊的概率向量: 所有分量非负, 分量和为 1, 并且全部概率集中在第 i 个位置. 更一般地,
词表上的一个概率分布可以写成

p = (p1, . . . , pm)T ,

其中

pr ≥ 0,
m∑
r=1

pr = 1.

如果输入序列对应的词元编号为

i1, i2, . . . , in,

则它的 one-hot 矩阵为

O =


eTi1
eTi2
...
eTin

 ∈Mn×m(R).

这里 n 是输入序列的长度, 而 m 是词表大小.
one-hot 向量虽然简单, 但维度 m 很高, 也没有直接反映词元之间的语义关系. 因此模

型引入一个嵌入矩阵
E ∈Mm×d(R),

其中 d 称为嵌入维度, 通常远小于 m. 矩阵 E 的第 i 行

eTi E ∈ Rd

就是第 i 个词元的嵌入向量. 因此, 嵌入矩阵可以看成一张 “词元向量表”: 每一行对应词表
中的一个词元, 每个词元被表示成一个 d 维行向量.

需要注意的是, 词表的大小 m 以及词元编号通常是固定的, 但嵌入矩阵 E 中的元素是
模型参数, 会在训练过程中不断调整. 换句话说, 词表记录 “有哪些词元”, 而嵌入矩阵记录
“每个词元当前对应什么向量”.
整个输入序列经过嵌入层后得到

X = OE =


eTi1E

eTi2E
...

eTinE

 ∈Mn×d(R).
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也就是说, 输入序列中的每个词元都被替换成一个 d 维行向量, 然后按照原来的顺序排成一
个 n× d 矩阵. 经过嵌入层之后, 模型处理的对象不再是原始文字, 而是矩阵 X. 第 t 行 xTt

表示第 t 个词元的向量表示.

注 12.3. 从线性代数角度看, 嵌入层就是矩阵乘法. one-hot 向量 ei 是标准基向量, 映射

eTi 7−→ eTi E

正好取出了矩阵 E 的第 i 行. 因此, 所谓 “查表取词向量”, 本质上就是一次特殊的矩阵乘
法.

注 12.4 (词元不一定等于一个字或一个词). 为了让词表大小可控, 实际系统常把文字切成
介于 “字符” 和 “词” 之间的小片段. 例如一个英文长词可能被切成若干子词, 中文标点、空
格、数字也可能成为词元. 本节为了突出线性代数结构, 把词元简化看成已经编号的基本单
位.

12.5 位置编码：矩阵的行还需要顺序信息

矩阵 X 的第 t 行记录第 t 个词元的内容, 但是如果只使用这些内容向量, 模型本身并不
知道这一行处在序列中的第几个位置. 自然语言中顺序非常重要: “狗咬人” 和 “人咬狗” 包
含同样的词元, 但意思完全不同.
因此, Transformer 通常会在输入嵌入上加入位置编码. 设

P =


pT1

pT2
...
pTn

 ∈Mn×d(R)

是位置编码矩阵, 其中 pt ∈ Rd 表示第 t 个位置的信息. 模型真正输入的矩阵常写为

X = OE + P.

位置编码可以是固定的, 也可以和嵌入矩阵一样通过训练得到.
一个经典的固定位置编码使用正弦和余弦函数. 当 d 为偶数时, 可令

PE(t, 2r) = sin
(

t

100002r/d

)
, PE(t, 2r + 1) = cos

(
t

100002r/d

)
,

其中 r = 0, 1, . . . , d/2 − 1. 这种写法看似来自三角函数, 其实也有清楚的线性代数解释. 对
固定的频率参数 ω, 有 sin t+s

ω

cos t+s
ω

 =

 cos s
ω

sin s
ω

− sin s
ω

cos s
ω

sin t
ω

cos t
ω

 .
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也就是说, 位置从 t 平移到 t + s, 在每个二维频率平面中对应一个正交矩阵. 因此, 正弦位
置编码把 “相对位移” 转化成了若干二维平面中的旋转.

sin(t/ω)

cos(t/ω)

pt

pt+s

旋转

在每个二维频率平面中, 位置平移对应一个旋转矩阵

注 12.5. 如果没有位置编码, 自注意力层对输入行的排列具有等变性: 同时重排输入矩阵的
各行, 输出也会以同样方式重排. 这对集合数据是合理的, 但对文本序列不够. 位置编码正
是为了打破这种 “只看集合、不看顺序” 的缺陷.

12.6 从格拉姆矩阵到注意力：内积一次性计算所有相似度

回顾内积空间中的基本事实: 对标准内积,

〈u, v〉 = uT v.

当 u 和 v 都是单位向量时, uT v = cos θ, 其中 θ 是两者夹角. 因此, 内积可以用来衡量两个
向量方向上的相似程度.
设

X =


xT1

xT2
...
xTn

 ∈Mn×d(R).

矩阵
XXT =

(
〈xi, xj〉

)
1≤i,j≤n

一次性记录了所有词元两两之间的内积. 这正是向量组 x1, . . . , xn 的格拉姆矩阵. 如果第 i

行与第 j 行内积较大, 我们可以理解为第 i 个位置与第 j 个位置在当前表示空间中比较相
关.
注意力机制的朴素想法是: 更新第 i 个词元的表示时, 不应该只看它自己, 还应该按相

关程度参考其他词元. 因此, 我们希望构造权重 aij , 使得

x̃i =
n∑

j=1

aijxj ,
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其中

aij ≥ 0,
n∑

j=1

aij = 1.

于是 x̃i 是 x1, . . . , xn 的凸组合. 写成矩阵形式, 若 A = (aij) ∈Mn(R), 则

X̃ = AX.

矩阵 A 的每一行都是概率向量时, 称 A 为行随机矩阵 (row-stochastic matrix). 注意力
矩阵是一个行随机矩阵. 这给出本节最重要的线性代数图像之一:

注意力输出 =注意力矩阵×值向量矩阵.

query 1

key 1

query 2

key 2

query 3

key 3

query 4

key 4

注意力矩阵 A = (aij): 第 i 行表示第 i 个位置看向各位置的权重

每行元素 ≥ 0

每行和为 1

输出: AV

这里值向量矩阵 V = XWV 是由 X 出发，通过一个可训练的权重矩阵 WV 得到，后面的
小节会更详细地介绍.

12.7 Softmax：把分数矩阵变成行随机矩阵

内积可以给出相似度分数, 但这些分数可能为负, 也不一定和为 1. 为了把分数转化为权
重, Transformer 使用 softmax 映射.

定义 12.1 (softmax). 对 z = (z1, . . . , zn)
T ∈ Rn, 定义

softmax(z)j =
ezj
n∑

r=1

ezr
, j = 1, . . . , n.

显然

softmax(z)j > 0,
n∑

j=1

softmax(z)j = 1.

因此 softmax 把任意实向量变成概率向量.
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例 12.2 (softmax 像把分数变成投票比例). 设三个候选词元的分数为

z = (2, 1, 0)T .

则

softmax(z) = (e2, e, 1)T

e2 + e+ 1
.

它的三个分量都是正数, 且和为 1, 所以可以看成三个候选词元的概率. 由于

e2 > e > 1,

第一个候选的概率最大, 第二个次之, 第三个最小.
直观地说, softmax 做了两件事: 先用指数函数把“大分数更大、小分数更小”的差距拉

开, 再除以总和, 把结果归一化成概率.

注 12.6 (计算 softmax 时可以整体平移). 对任意常数 c, 有

softmax(z + c1) = softmax(z).

因此实际计算时常把所有分数同时减去最大值, 以避免 ex 太大造成数值溢出. 这不改变最
后的概率分布.

对矩阵 S = (sij) ∈Mn(R), 我们可以逐行施加 softmax, 定义 rowsoftmax

rowsoftmax(S)ij =
esij∑n
r=1 e

sir
.

于是
A = rowsoftmax(S)

是一个行随机矩阵, 即每一行的元素均为正且和为 1.

例 12.3 (两个词元). 设

X =

(
1 0

0 1

)
,

即两个词元向量分别是二维标准基. 此时 XXT = I2, 表示每个词元与自己内积为 1, 与另
一个词元内积为 0. 对每一行做 softmax 得到

A = rowsoftmax(I2) =

 e
e+1

1
e+1

1
e+1

e
e+1

 .

于是

AX =

 e
e+1

1
e+1

1
e+1

e
e+1

 .
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这说明第一个词元的新表示主要保留自己, 同时少量参考第二个词元; 第二个词元也同理.
真实 Transformer 只是把这种 “按相似度加权平均” 推广到更高维、更长序列和可训练的
Q-K-V 向量空间.

命题 12.1. 若 A = rowsoftmax(S), 则对任意 i, j,

aij > 0,

且对任意 i,
n∑

j=1

aij = 1.

因此 AX 的第 i 行是 X 的各行的凸组合.

softmax 不是线性映射. 它的作用是把相似度分数变成可解释的权重分布: 分数越大的
位置获得越大的权重, 但所有权重仍然归一化为和为 1.

12.8 查询、键、值向量：为什么不是直接使用 XXT

如果直接用 XXT 计算相似度, 那么每个词元在 “寻找信息” 和 “提供信息” 时使用的是
同一个向量 xi. 实际上, 一个词元在不同角色下需要呈现不同特征. 例如, 在句子中某个词
可能用某些特征去寻找修饰它的词, 又用另一些特征向其他词提供语义信息.
因此, Transformer 为每个输入向量构造三个向量:

• 查询向量 (query vector): 表示当前位置想寻找什么信息;

• 键向量 (key vector): 表示当前位置提供给别人匹配的索引特征;

• 值向量 (value vector): 表示当前位置真正传递出去的信息.

图书馆类比

可以把注意力想成一次“软检索”. 查询向量像读者的问题:“我现在想找什么信息?”
键向量像每本书贴在书脊上的索引标签: “我能被什么问题找到?”值向量像书中的
真正内容: “如果你选中了我, 我要贡献什么信息?”
第 i 个位置的查询向量与第 j 个位置的键向量做内积, 得到匹配分数 qTi kj ; softmax
把这些分数变成权重; 最后对值向量做加权平均. 这里的“软”表示不是只选一本书,
而是按权重同时参考多本书.

在线性代数中, 这三个向量由三个线性变换给出. 设

WQ ∈Md×dk
(R), WK ∈Md×dk

(R), WV ∈Md×dv
(R).
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定义
Q = XWQ, K = XWK , V = XWV .

其中
Q,K ∈Mn×dk

(R), V ∈Mn×dv
(R).

第 i 行 qTi 是第 i 个位置的查询向量, 第 j 行 kTj 是第 j 个位置的键向量. 二者的内积

qTi kj

表示第 i 个位置对第 j 个位置的匹配分数. 所有匹配分数同时组成矩阵

QKT =
(
qTi kj

)
1≤i,j≤n.

X

输入矩阵

Q = XWQ

我要找什么

K = XWK

我怎样被找到

V = XWV

我贡献什么内容

QKT

匹配分数

softmax
注意力权重 A

AV

加权平均输出

定义 12.2. 给定 Q,K, V , 定义注意力输出为

Attention(Q,K, V ) = rowsoftmax
(
QKT

√
dk

)
V.

这里
√
dk 称为缩放因子.

缩放因子
√
dk 的作用是控制内积的大小. 当 dk 较大时, 未缩放的内积可能变得很大,

从而使 softmax 过于接近某个坐标为 1、其他坐标为 0 的极端分布. 除以
√
dk 后, 分数的尺

度更稳定.

注 12.7 (低秩结构). 由于

rank(QKT ) ≤ min{rank(Q), rank(K)} ≤ dk,

softmax 之前的打分矩阵 QKT 具有低秩约束. 但是 softmax 是非线性映射, 一般不保持矩
阵秩. 因此不能简单说 “注意力矩阵一定低秩”. 更准确的说法是: 注意力的打分矩阵来自低
维投影后的双线性相似度.
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12.9 因果遮罩：训练时如何避免使用未来信息

大语言模型通常是自回归模型(autoregressive model): 它根据前面的词元预测下一个词
元. 在预测第 t+ 1 个词元时, 模型只能使用

i1, i2, . . . , it,

不能使用未来的 it+1, it+2, . . . . 在矩阵计算中, 这一限制由因果遮罩(causal mask) 实现.

位置 t 模型允许看到 要预测的下一个词元

1 i1 i2

2 i1, i2 i3

3 i1, i2, i3 i4
...

...
...

设注意力分数矩阵为

S =
QKT

√
dk

.

定义遮罩矩阵 M = (mij) 为

mij =

0, j ≤ i,

−∞, j > i.

然后计算
A = rowsoftmax(S +M).

因为 e−∞ = 0, 所以当 j > i 时,
aij = 0.

于是第 i 个位置只能关注第 1, 2, . . . , i 个位置. 从矩阵结构上看, 因果注意力矩阵是下三角
形的行随机矩阵.

0 −∞ −∞ −∞ −∞

0 0 −∞ −∞ −∞

0 0 0 −∞ −∞

0 0 0 0 −∞

0 0 0 0 0

j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5

i = 1

i = 2

i = 3

i = 4

i = 5

绿色: 允许看自己和过去; 红色: 未来位置被遮住
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注 12.8. 训练时可以把整段文本同时放进模型并行计算, 但因果遮罩保证每个位置只使用
它左侧和当前位置的信息. 因此, 并行训练并不意味着模型使用了待预测位置之后的信息.

12.10 多头注意力

单个注意力头只能使用一组 WQ,WK ,WV 来计算一种匹配关系. 但语言中的关系是多
样的: 有的头可能关注主语和谓语, 有的头可能关注代词和先行词, 有的头可能关注相邻位
置或标点. 多头注意力用多组线性映射并行计算这些关系.
设共有 h 个头. 第 r 个头有参数

W
(r)
Q , W

(r)
K , W

(r)
V , r = 1, . . . , h.

它的输出为
Hr = Attention

(
XW

(r)
Q , XW

(r)
K , XW

(r)
V

)
.

然后把各个头的输出按列拼接:

H = Concat(H1, . . . , Hh),

这一步只是把不同注意力头提取到的信息并排放在一起. 为了让这些信息相互混合, 并把维
度变回模型后续层所需要的大小, 还要再乘以一个可训练的输出矩阵 WO 得到多头注意力
输出：

MHA(X) = HWO.

这里 MHA 是 multi-head attention 的缩写.
从线性代数角度看, 每个头都先把输入矩阵 X 投影到自己的 Q-K-V 表示空间, 在该空

间中计算出注意力输出, 最后再把多个头的信息融合.

12.11 Transformer 块：残差连接、层归一化和前馈网络

实际模型会把注意力层和前馈网络层堆叠起来. 一个 Transformer 块可以粗略分成两
步:

1. 注意力层: 让不同位置的词元向量彼此交换信息;

2. 前馈网络层: 对每个位置的向量单独做一次非线性加工.

注意力层负责“看上下文”, 前馈网络层负责“加工当前位置的表示”. 残差连接和层归一
化则帮助多层堆叠时保持信息稳定.

311



输入矩阵 X

多头注意力 MHA
不同位置交换信息

残差 + 层归一化
LN(X + MHA(X))

前馈网络 FFN
每个位置单独加工

残差 + 层归一化

输出矩阵 H

注意力层:
“看上下文”

前馈层:
“加工当前向量”

一个常见的 Transformer 块可以抽象写成

Y = LN
(
X + MHA(X)

)
,

H = LN
(
Y + FFN(Y )

)
.

这里 LN 表示层归一化(layer normalization), FFN 表示逐位置前馈网络(feed-forward net-
work). 下面我们来逐一介绍.

12.11.1 残差连接

在多头注意力之后, Transformer 通常不会直接把 MHA(X) 作为下一步的输入, 而是把
原来的输入 X 加回去, 得到

X + MHA(X).

这种结构称为残差连接(residual connection).
这里要求 X 和 MHA(X) 具有相同的形状. 例如若 X ∈ Mn×d(R), 则多头注意力输出

通常也被设计成 MHA(X) ∈Mn×d(R), 于是二者可以逐项相加.
残差连接的直观含义是: 一层网络不必从零开始重新构造一个表示, 而只需要学习如

何修正原来的表示. 如果把 MHA(X) 看成模型从上下文中提取出的新信息, 那么 X +

MHA(X) 就是在保留原有表示 X 的基础上, 加入一个由注意力机制学到的修正项.
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换句话说, 这一层学习的不是一个完全新的映射, 而更像是学习一个扰动项 F (X). 当
F (X) 较小时, 输出的 X +F (X) 仍然接近原来的 X; 当模型认为需要较大修改时, F (X) 可
以提供额外的信息.
从深层网络的角度看, 残差连接的一个重要作用是让信息更容易在多层之间保留下来.

如果没有残差连接, 每一层都会把输入完全变换成新的输出, 再交给下一层. 当网络层数很
深时, 原来的信息需要连续经过许多次变换, 可能在这个过程中被逐渐削弱或改变.
有了残差连接后, 每一层的输出不只是子层计算出的新信息, 还包含原来的输入. 也就

是说, 这一层并不是完全抛弃旧表示, 再重新生成一个新表示, 而是在旧表示的基础上加上
一些新的修正. 如果某一层暂时没有学到很有用的变换, 它仍然可以让原来的信息大致传递
下去.
反向传播时也有类似现象. 训练深层网络需要把误差信息从后面的层传回前面的层. 如

果没有残差连接, 误差信息必须连续穿过许多复杂变换, 可能逐渐变弱, 这就是所谓梯度衰
减的问题. 残差连接提供了一条更直接的传递路径, 使误差信息更容易传回前面的层. 因此,
残差连接可以理解为给每一层保留了一条 “直通路径”. 正向传播时, 原有信息可以更容易保
留下来; 反向传播时, 梯度也更容易传回去. 这就是残差连接有助于训练深层网络的原因.
在 Transformer中,残差连接不仅用于多头注意力层,也用于后面的前馈神经网络层. 典

型结构可以写成
X 7−→ X + MHA(X),

以及
Y 7−→ Y + FFN(Y ).

也就是说, 每个主要子层都被看成是在当前表示上添加一个可学习的修正项.

12.11.2 前馈网络

前馈网络对矩阵的每一行施加同一个非线性映射. 若 Y ∈Mn×d(R), 一个典型前馈网络
为

FFN(Y ) = φ(YW1 + 1bT1 )W2 + 1bT2 .

其中 W1 ∈ Md×dff(R), b1 ∈ Rdff , W2 ∈ Mdff×d(R), b2 ∈ Rd. 这些 W1,W2, b1, b2 都是需要通
过训练学习的参数.
这里 1 是长度为 n 的全 1 列向量, 用来把偏置向量加到每一行上; φ 是逐坐标作用的非

线性函数, 例如 ReLU. 从维度上看, YW1 + 1bT1 ∈ Mn×dff(R), 经过 φ 后维度不变, 再乘以
W2 并加上 b2, 最终输出仍属于 Mn×d(R).

因此, 前馈网络可以看成先把每个 d 维表示映射到较高维的 dff 维空间, 在那里施加非
线性变换, 再映射回 d 维空间. 如果没有非线性函数 φ, 这两次仿射变换合在一起仍然只是
一次仿射变换; 正是非线性函数使模型能够表达更复杂的非线性关系.
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12.11.3 层归一化

对矩阵中的一行, 我们写成行向量 hT , 其中 h ∈ Rd 是对应的列向量. 它的均值为

µ =
1

d
1Th.

中心化就是从每个坐标中减去这个均值, 得到

h− µ1.

中心化后的向量各坐标的平均值为 0.
层归一化对矩阵的每一行独立进行这样的处理. 它先减去这一行的均值, 再除以这一行

的标准差（即平方和开方）, 使得每一行都被调整到均值为 0、标准差为 1 的尺度上.
最后, 模型还会引入两个可训练参数

γ, β ∈ Rd.

其中 γ 用来逐坐标缩放, β 用来逐坐标平移. 对单行来说, 层归一化的输出可以写成

γ � h− µ1
σ

+ β,

其中 σ 是 h− µ1 的标准差, � 表示逐坐标相乘.
因此, 层归一化可以理解为按行进行的中心化、标准化、再缩放和平移的组合. 中心化

使每一行的平均值变为 0, 标准化控制这一行的尺度; 而可训练的 γ 和 β 则允许模型在归一
化之后重新调整每个坐标的大小和位置.

12.12 输出层：隐藏向量如何变成下一个词元概率

经过 L 个 Transformer 块后, 模型得到隐藏状态矩阵

H = X(L) ∈Mn×d(R).

为了预测下一个词元, 模型需要把每个隐藏向量映射到词表空间. 设词表大小为 m, 则需要
一个可训练的输出矩阵

WU ∈Md×m(R),

和偏置向量 bU ∈ Rm, 从而可定义 logits 矩阵

Z = HWU + 1bTU ∈Mn×m(R).

第 t 行 zTt 给出了第 t 个位置对词表中 m 个词元的未归一化分数. 对第 t 行做 softmax, 得
到概率向量

pt = softmax(zt).
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其中 pt,r 表示模型认为 “第 t 个位置之后的下一个词元是第 r 个词元” 的概率.
设 H 的第 t 行是 hTt , WU 的第 r 列为 ur. 则 Z 的第 t 行、第 r 列的元素是

zt,r = hTt ur + bU,r.

也就是说, 模型把当前上下文向量 ht 与每个候选词元对应的输出向量 ur 做内积, 再通过
softmax 变成整个词表上的一个概率分布.

12.13 训练：从下一个词元预测到矩阵参数优化

12.13.1 训练主线：带监督的下一个词元预测

例 12.4 (由一句话形成多个预测任务). 设词元序列为

(i1, i2, i3, i4) = (我,爱,线性,代数).

训练因果语言模型时, 可以形成三个预测任务:

位置 已知内容 正确下一个词元

1 我 爱

2 我, 爱 线性

3 我, 爱, 线性 代数

模型不是一次性记忆整句, 而是在每个位置上学习给真实的下一个词元更高概率.

设训练文本对应的词元序列为
i1, i2, . . . , iT .

因果语言模型的训练任务是: 在已经看到前文

i1, i2, . . . , it

的情况下, 预测下一个词元
it+1.

因此, 第 t 个位置的输出并不是用来预测当前位置的词元 it, 而是用来预测下一个词元 it+1.
换句话说, 输入和标签在位置上错开一位. 这里的标签是指训练时模型应该预测出的正确答
案.
如果把

i1, i2, . . . , iT−1

作为输入序列, 那么对应的标签序列就是

i2, i3, . . . , iT .
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也就是说, 输入中的 it 对应的训练目标是标签中的 it+1. 这种做法常称为标签移位(shifted
labels).
例如, 若训练文本为

“我爱线性代数”,

则模型看到 “我” 时预测 “爱”, 看到 “我爱” 时预测 “线性”, 看到 “我爱线性” 时预测 “代数”.
训练时, 模型实际上是在序列的每个位置同时学习这样的下一个词元预测任务.
因此, 一段长度为 T 的文本并不只提供一次训练样本, 而是几乎每个位置都提供一次下

一个词元预测任务. 在 Transformer 中, 这些位置上的预测可以在一次前向传播中同时完成;
因果注意力遮罩保证第 t 个位置只能使用 i1, . . . , it 的信息, 而不能提前看到后面的词元.

12.13.2 交叉熵损失

设模型在第 t 个位置输出概率向量 pt ∈ Rm, 正确答案是 rt = it+1. 用 one-hot 向量

yt = ert

表示正确标签. 交叉熵损失定义为

`t = −
m∑
r=1

yt,r log pt,r = − log pt,rt .

整个序列上的平均损失为

L =
1

T − 1

T−1∑
t=1

`t.

因此, 最小化交叉熵就是让模型分配给正确下一个词元的概率尽可能大.

12.13.3 进阶选读：输出层梯度的矩阵形式

进阶阅读提示

下面的梯度公式说明参数更新的计算来源. 它需要多元微积分和链式法则. 初读时可
先理解为: 损失越大, 说明模型给正确词元的概率太小; 训练算法会据此调整参数矩
阵, 使后续预测更接近正确答案.

模型在每个位置都会输出一个词表上的概率分布. 设第 t 个位置的预测概率向量为

pt = (pt,1, pt,2, . . . , pt,m)T ∈ Rm,

其中 pt,j 表示模型认为下一个词元是词表中第 j 个词元的概率. 把所有位置的预测概率按
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行排成矩阵, 得到

P =


pT1

pT2
...

pTT−1

 ∈M(T−1)×m(R).

对应地, 每个位置也有一个正确答案. 如果第 t 个位置的正确下一个词元是第 kt 个词
元, 那么它的标签可以写成 one-hot 向量 yt = ekt

∈ Rm. 把所有位置的 one-hot 标签按行排
成矩阵, 得到

Y =


yT1

yT2
...

yTT−1

 ∈M(T−1)×m(R).

因此, P 和 Y 具有相同的形状. 第 t 行的 pTt 是模型给出的概率分布, 第 t 行的 yTt 是正确
答案对应的 one-hot 分布.
设模型最后一层在 softmax 之前输出的打分矩阵为

Z ∈M(T−1)×m(R).

它的第 t 行记为 zTt , 其中
zt = (zt,1, zt,2, . . . , zt,m)T .

第 j 个分量 zt,j 是模型在位置 t 给词表中第 j 个词元的原始打分. 对 zt 施加 softmax 后得
到

pt,j =
ezt,j∑m
r=1 e

zt,r
, j = 1, . . . ,m.

先看单个位置 t 的损失. 因为正确答案是第 kt 个词元, 所以 one-hot 标签 yt 只有第 kt

个分量等于 1. 该位置的交叉熵损失为

`t = −
m∑
j=1

yt,j log pt,j = − log pt,kt
.

将 softmax 展开, 得到

`t = − log ezt,kt

m∑
r=1

ezt,r
= −zt,kt

+ log
(

m∑
r=1

ezt,r

)
.

现在对任意一个打分 zt,j 求偏导. 第一项 −zt,kt
的偏导为 −yt,j ; 第二项的偏导为

ezt,j
m∑
r=1

ezt,r
= pt,j .
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因此
∂`t
∂zt,j

= pt,j − yt,j .

把所有 j = 1, . . . ,m 合在一起, 就得到单个位置上的向量公式

∂`t
∂zt

= pt − yt.

总损失取所有位置的平均交叉熵:

L =
1

T − 1

T−1∑
t=1

`t = −
1

T − 1

T−1∑
t=1

m∑
j=1

yt,j log pt,j .

由于每一行 zTt 只影响对应位置的损失 `t, 上面的单位置公式可以逐行使用. 再加上平均因
子 1

T−1 , 得到矩阵形式
∂L
∂Z

=
1

T − 1
(P − Y ).

这个公式的含义很直观. 在第 t 个位置, 若 j 不是正确词元, 则 yt,j = 0, 梯度分量为
pt,j > 0; 梯度下降会降低这些错误词元的打分. 若 j = kt 是正确词元, 则 yt,j = 1, 梯度分量
为 pt,j − 1 < 0; 梯度下降会提高正确词元的打分. 因此, 参数更新会推动预测分布 pt 向正确
的 one-hot 分布 yt 靠近.

现在设最后的输出层为
Z = HWU + 1bTU .

这里 H ∈ M(T−1)×d(R) 是 Transformer 最后一层给出的隐藏表示, WU ∈ Md×m(R) 是把隐
藏向量映射到词表打分的输出矩阵, bU ∈ Rm 是输出偏置, 1 是长度为 T − 1 的全 1 列向量.
其中 WU 和 bU 都是需要学习的参数.
记

G =
∂L
∂Z

.

由于 Z = HWU + 1bTU , 矩阵求导给出

∂L
∂WU

= HTG,
∂L
∂bU

= GT 1.

也就是
∂L
∂WU

= HT ∂L
∂Z

,
∂L
∂bU

=

(
∂L
∂Z

)T

1.

第一个公式表示: 输出矩阵 WU 的梯度由隐藏表示 H 和输出误差 G 相乘得到. 第二个公式
表示: 偏置 bU 的梯度就是把所有位置上的输出误差沿着序列方向加起来.
更一般地, Transformer 中的其他参数也都通过类似方式获得梯度. 关键原则是: 只要一

个参数参与了前向计算, 并且前向计算的结果最终影响损失函数, 那么反向传播就可以通过
链式法则计算出损失函数对这个参数的梯度.
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先看一个最基本的线性层. 若

U = XW + 1bT ,

并且已经从后面的网络得到
G =

∂L
∂U

,

则矩阵求导给出
∂L
∂W

= XTG,
∂L
∂b

= GT 1, ∂L
∂X

= GW T .

前两个公式说明 W 和 b 可以被更新; 第三个公式说明误差信息还可以继续向前传给 X. 因
此, 一个线性层不仅能更新自己的参数, 也能把梯度继续传递给更早的层.
例如输出层

Z = HWU + 1bTU

就是这种形式. 若记
GZ =

∂L
∂Z

,

则
∂L
∂WU

= HTGZ ,
∂L
∂bU

= GT
Z1.

同时, 梯度还会传回隐藏表示 H:
∂L
∂H

= GZW
T
U .

这一步很重要: 它说明损失函数不仅能更新最后的输出矩阵 WU , 还会把误差信息继续传回
Transformer 的内部层.
前馈网络中的参数也是如此. 设

FFN(Y ) = φ(YW1 + 1bT1 )W2 + 1bT2 .

令 S = YW1 + 1bT1 , R = φ(S), 则前馈网络可以分成

S = YW1 + 1bT1 , R = φ(S), U = RW2 + 1bT2 .

如果从后面传回来的梯度是 GU = ∂L/∂U , 那么先由最后一个线性层得到

∂L
∂W2

= RTGU ,
∂L
∂b2

= GT
U1.

再把梯度传回 R, 经过非线性函数 φ后, 又能得到对 S 的梯度. 记这个梯度为 GS = ∂L/∂S,
则第一层线性变换给出

∂L
∂W1

= Y TGS ,
∂L
∂b1

= GT
S1.

因此, 前馈网络中的 W1,W2, b1, b2 都能通过反向传播得到梯度.
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注意力层中的参数也类似. 为了说明主要结构, 先看单个注意力头. 它先由输入矩阵 X

生成查询、键和值矩阵:

Q = XWQ, K = XWK , V = XWV .

然后用 Q 和 K 计算注意力权重, 再对 V 做加权平均. 简化地写,

A = softmax
(
QKT

√
dk

)
, O = AV.

如果后面的网络传回了对 O 的梯度, 那么由于 O = AV , 梯度会分别传给 A 和 V . 其中传
给 V 的部分再经过

V = XWV

给出 WV 的梯度. 同理, 传给 A 的梯度会经过 softmax 传给

QKT

√
dk

,

再分别传给 Q 和 K. 由于
Q = XWQ, K = XWK ,

于是也得到 WQ 和 WK 的梯度.
更具体地说, 若记 GQ = ∂L/∂Q, GK = ∂L/∂K, GV = ∂L/∂V , 则由线性层求导公式得

到
∂L
∂WQ

= XTGQ,
∂L
∂WK

= XTGK ,
∂L
∂WV

= XTGV .

多头注意力只是把这个过程对每个头分别做一遍. 各个头的输出拼接后再乘以输出矩阵
WO, 所以 WO 也通过同样的线性层求导公式获得梯度.
嵌入矩阵 E 也可以这样理解. 输入的 one-hot 矩阵为 O, 嵌入层输出为

X = OE.

如果从后面的 Transformer 层传回
GX =

∂L
∂X

,

那么
∂L
∂E

= OTGX .

由于 O 的每一行都是 one-hot 向量, 这个公式的含义很直观: 某个词元在训练文本中出现
时, 它对应的嵌入向量那一行就会收到梯度并被更新. 没有在当前批次中出现的词元, 对应
行在这一步通常不会更新, 但在后续包含该词元的数据中仍然可以被更新.
层归一化中的参数 γ, β 也是可训练参数. 层归一化对每一行先做归一化, 再逐坐标乘以

γ、加上 β. 因此, 后面传回来的梯度可以直接计算出每个坐标上应该如何调整 γ 和 β.
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综上, 训练并不是只更新最后的输出矩阵 WU . 损失函数先给出对输出打分 Z 的梯度,
然后这个梯度沿着计算图逐层向前传播. 每当遇到一个由可训练矩阵或向量参与的运算, 就
用链式法则计算该参数的梯度. 因此,

E, WQ, WK , WV , WO, W1, W2, WU , . . .

这些参数都可以被优化. 实际训练时, 梯度下降及其变体会反复执行类似

θ 7−→ θ − η∂L
∂θ

的更新, 其中 θ 表示任意一个可训练参数, η 是学习率. 通过大量文本上的反复更新, 模型逐
渐调整这些矩阵和向量, 使正确词元的概率越来越大.

注 12.9. 最小二乘法通过最小化平方误差来拟合线性模型; 语言模型训练通过最小化交叉
熵来拟合下一个词元的概率分布. 二者的损失函数不同, 但共同点是: 都是在参数空间中寻
找使损失函数尽可能小的参数.

12.14 生成：模型如何一个词元一个词元输出文本

训练完成后, 给定提示词序列
i1, i2, . . . , in,

模型计算最后一个位置的概率分布

pn = softmax(zn).

然后从这个分布中选择下一个词元 in+1, 再把它接回原序列:

i1, i2, . . . , in, in+1.

重复这一过程, 就得到一段文本. 这就是自回归生成. 从概率论角度看, 模型把一个序列的概
率分解为

P(i1, . . . , iT ) =
T−1∏
t=1

P(it+1 | i1, . . . , it).

从概率分布中选择词元可以有不同方式:

• 贪心选择: 每次选概率最大的词元;

• 温度采样: 使用 softmax(z/τ), 其中 τ > 0 控制分布的尖锐程度;

• top-k 采样: 只在概率最大的 k 个词元中重新归一化并采样;

• top-p 采样: 选择累计概率达到 p 的一小组词元, 再在其中采样.

这些策略不改变 Transformer 的矩阵计算本质, 只是改变从概率分布中选取下一个词元的规
则.
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12.15 KV 缓存：自回归生成中的矩阵分块复用

在训练时, 模型可以同时处理一整段序列. 但在生成时, 词元必须一个一个产生. 如果每
生成一个新词元都重新计算所有历史词元的键向量和值向量, 会造成大量重复计算.
注意到在第 n + 1 步生成时, 旧词元的键向量和值向量不会改变. 因此可以把它们缓存

起来. 对某一层某一头, 假设已经有

K1:n =


kT1
...
kTn

 , V1:n =


vT1
...
vTn

 .

新词元到来后, 只需计算
qn+1, kn+1, vn+1,

并把新的键向量和值向量追加为

K1:n+1 =

(
K1:n

kTn+1

)
, V1:n+1 =

(
V1:n

vTn+1

)
.

新位置的注意力输出为

an+1 = softmax
(
qTn+1K

T
1:n+1√
dk

)
,

on+1 = an+1V1:n+1.

KV 缓存的本质是矩阵分块和矩阵行的复用: 已经计算过的块保留下来, 新一步只追加新行.

例 12.5 (只检查矩阵大小). 设词表大小 m = 6, 序列长度 n = 4, 嵌入维度 d = 5, 注意力
头维度 dk = 3, dv = 5. 则

O ∈M4×6(R), E ∈M6×5(R),

所以
X = OE ∈M4×5(R).

若
WQ,WK ∈M5×3(R), WV ∈M5×5(R),

则
Q,K ∈M4×3(R), V ∈M4×5(R).

于是
QKT ∈M4×4(R), A = rowsoftmax(QKT /

√
3) ∈M4×4(R),

并且
AV ∈M4×5(R).

注意力输出仍然有 4 行, 因为序列长度没有改变; 仍然有 5 列, 是因为每个词元的表示维度
仍为 5.
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12.16 一个小型语言模型的完整数学流程

我们用一个只看矩阵形状的小例子串起整章. 设词表大小 m = 5, 嵌入维度 d = 3, 序列
长度 n = 4, 输入词元为

(2, 4, 1, 3).

对应 one-hot 矩阵为

O =


eT2

eT4

eT1

eT3

 ∈M4×5(R).

若嵌入矩阵 E ∈M5×3(R), 位置编码矩阵 P ∈M4×3(R), 则

X = OE + P ∈M4×3(R).

设单头注意力中 dk = 2, dv = 3, 则

WQ,WK ∈M3×2(R), WV ∈M3×3(R),

Q = XWQ ∈M4×2(R), K = XWK ∈M4×2(R), V = XWV ∈M4×3(R).

分数矩阵为

S =
QKT

√
2
∈M4(R).

若使用因果遮罩, 则
A = rowsoftmax(S +M)

是一个下三角行随机矩阵. 注意力输出为

AV ∈M4×3(R).

经过若干 Transformer 块后得到隐藏矩阵 H ∈M4×3(R). 输出矩阵 WU ∈M3×5(R) 给出

Z = HWU + 1bTU ∈M4×5(R).

第 t 行 softmax 后得到 pt ∈ R5, 表示词表中五个词元分别作为下一个词元的概率. 如果第 t

个位置的正确答案是 rt, 则该位置损失为

`t = − log pt,rt .

整个过程可以概括为

词元→ one-hot→嵌入矩阵

→注意力矩阵→隐藏向量→输出矩阵

→概率分布→损失函数

.
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12.17 Transformer 模型的主要特点

Transformer 之所以在自然语言处理中非常有效, 一个重要原因是它改变了模型处理序
列的方式. 在较早的循环神经网络中, 文本通常要按照从左到右的顺序逐步处理. 第 t 个位
置的表示依赖于前一个位置传来的隐藏状态. 这种结构很自然, 但也有明显限制: 信息需要
一步一步向后传递, 距离较远的词元之间不容易直接建立联系; 同时, 由于后一步依赖前一
步, 训练和计算也不容易充分并行.

Transformer 的核心机制是自注意力. 在自注意力中, 每个位置都可以直接参考序列中
的其他位置. 例如理解一个代词时, 模型可以直接关注它前面可能作为先行词的词元; 理解
一个动词时, 模型也可以关注与它相关的主语、宾语或修饰成分. 这种机制使得远距离词元
之间可以在同一层中发生直接的信息交互, 不必完全依靠逐步传递.

与卷积神经网络相比, Transformer 的注意力关系也更加灵活. 卷积通常在固定大小
的局部窗口中提取信息, 要捕捉远距离关系往往需要堆叠许多层. 而注意力机制不是预先
规定只看附近几个位置, 而是根据当前输入动态地决定每个位置应该关注哪些位置. 因此,
Transformer 更适合处理自然语言中复杂而多变的依赖关系.
多头注意力进一步增强了这种能力. 一个注意力头只能学习一种匹配方式, 而语言中的

关系有很多种: 有的关系来自语法结构, 有的关系来自指代, 有的关系来自相邻词元, 有的关
系来自整句的语义. 多头注意力让模型可以用多组不同的线性变换同时观察同一段文本, 从
而在不同表示空间中捕捉不同类型的关系.

Transformer 的另一个重要优点是容易扩大规模. 它主要由矩阵乘法、逐坐标非线性函
数、归一化和 softmax 等运算组成. 这些运算非常适合在现代计算设备上并行执行. 因此,
当数据量、参数量和计算资源增加时, Transformer 可以比较自然地扩展成更深、更宽的模
型. 这也是它能够训练出大语言模型的重要原因之一.

从表示学习的角度看, Transformer 的每一层都在不断更新词元表示. 初始时, 每个词元
只有自己的嵌入向量; 经过多层自注意力和前馈网络之后, 每个位置的向量逐渐融合上下文
信息. 因而同一个词元在不同句子中可以获得不同的表示. 例如 “苹果” 在水果语境和科技
公司语境中, 经过上下文更新后可以对应不同的向量表示.
残差连接和层归一化也使深层 Transformer 更容易训练. 残差连接帮助原有信息在多层

之间保留下来, 层归一化则让每一层的数值尺度更加稳定. 这些结构本身不直接产生语言理
解能力, 但它们使得模型可以堆叠很多层, 从而获得更强的表达能力.
概括来说, Transformer 的主要特点有以下几方面:

• 通过自注意力机制, 不同位置之间可以直接交换信息;

• 通过多头注意力, 模型可以同时捕捉多种不同类型的关系;

• 通过矩阵化计算, 训练过程更容易并行化;

• 通过残差连接和层归一化, 深层模型更容易优化;
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• 通过大规模预训练, 模型可以从海量文本中学习语言规律和知识结构.

当然, Transformer 并不是在所有方面都没有代价. 标准自注意力需要比较序列中所有
位置之间的关系, 因而当序列很长时, 计算量和显存开销会明显增加. 但在自然语言建模中,
它在表达能力、并行计算和规模扩展之间取得了非常好的平衡, 因此成为现代大语言模型的
基础结构.
基础版总结

如果暂时不讨论微积分和训练细节, 本节的核心可以概括为四点:

1. 文本先被切成词元, 每个词元变成一个向量, 整段文本变成一个矩阵 X;

2. QKT 用矩阵乘法一次性计算所有位置之间的匹配分数;

3. softmax 把每一行分数变成概率权重, 注意力输出 AV 是 value 向量的加权平
均;

4. 输出层把隐藏向量变成词表上的概率分布, 模型据此预测下一个词元.

因此, Transformer 的核心计算可以理解为若干线性代数对象的组合: 矩阵乘法、内
积、行随机矩阵、仿射变换、分块矩阵和参数优化.

12.18 习题

12.18.1 练习题

习题 12.1 (词元与词表). 设词表为

{我,爱,线性,代数,。}.

若按这个顺序编号为 1, 2, 3, 4, 5, 写出词元 “线性” 和 “。” 的 one-hot 向量.

习题 12.2 (从编号到矩阵). 设输入词元编号为 (2, 4, 1), 词表大小为 5. 写出对应的 one-hot
矩阵 O ∈M3×5(R).

习题 12.3 (嵌入就是取行). 设

E =


1 0

0 1

2 1

−1 3

 .

求 (0, 0, 1, 0)E, 并说明它取出了 E 的哪一行.
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习题 12.4. 设词表中有 4 个词, 词 “线性” 的 one-hot 行向量为

eT2 = (0, 1, 0, 0).

若嵌入矩阵 E 是 4× 3 矩阵, 说明 eT2E 表示什么. 若 E 的第二行为 (2,−1, 3), 求 eT2E.

习题 12.5. 一个序列长度为 5, 每个词元的向量维度为 8. 若把整个序列记为矩阵 X, 写出
X 的大小. 若线性层矩阵 W 为 8× 6, 写出 XW 的大小.

习题 12.6 (注意力机制中的矩阵形状). 设序列长度为 n = 4, 嵌入维度为 d = 6, 单头注意
力中 dk = dv = 3. 令输入矩阵 X ∈ R4×6, 权重矩阵

WQ,WK ∈ R6×3, WV ∈ R6×3.

1. 写出 Q = XWQ、K = XWK、V = XWV 的矩阵大小.

2. 写出打分矩阵 QKT 的大小.

3. softmax 后得到的注意力矩阵每一行为什么可以看作概率分布?

4. 最终输出 softmax(QKT /
√
dk)V 的大小是多少?

习题 12.7 (形状检查). 设 X ∈ M5×8(R), WQ,WK ∈ M8×3(R), WV ∈ M8×6(R). 写出
Q = XWQ、K = XWK、V = XWV、QKT 和 rowsoftmax(QKT )V 的大小.

习题 12.8. 设

Q =

(
1 0

0 1

)
, K =

(
1 1

1 −1

)
.

计算 QKT , 并说明每个元素可以看成哪两个向量的相似度.

习题 12.9. 对分数 (2, 1, 0) 计算 softmax 的形式:

(e2, e1, e0)

e2 + e1 + e0
.

不必求小数值, 只需说明三个权重的大小顺序.

习题 12.10 (注意力权重是否合法). 判断下列向量能否作为某一行注意力权重, 并说明理
由:

(0.2, 0.3, 0.5), (1,−1, 1), (0.4, 0.4, 0.4), (0, 0.7, 0.3).

习题 12.11 (加权平均). 设注意力权重为 (0.1, 0.6, 0.3), 三个 value 向量为

v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (2, 2).

求输出向量 0.1v1 + 0.6v2 + 0.3v3.
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习题 12.12 (看懂注意力矩阵). 设

A =


1 0 0

0.2 0.8 0

0.1 0.3 0.6

 .

证明 A 是行随机矩阵. 解释第 3 行 (0.1, 0.3, 0.6) 的含义.

习题 12.13 (因果遮罩). 写出长度为 4 的因果遮罩矩阵 M = (mij), 其中 j ≤ i 时 mij = 0,
j > i 时 mij = −∞. 哪些位置被禁止关注?

习题 12.14. 证明对任意 z ∈ Rn, 向量 softmax(z) 的所有分量均为正且和为 1.

习题 12.15. 设 S ∈Mn(R), A = rowsoftmax(S). 证明 A 是行随机矩阵, 并证明 AX 的每
一行都是 X 各行的凸组合.

习题 12.16. 设因果遮罩矩阵 M 满足 mij = 0 当 j ≤ i, mij = −∞ 当 j > i. 证明

rowsoftmax(S +M)ij = 0, j > i.

12.18.2 思考题

习题 12.17 (Q/K/V 类比). 用“图书馆检索”的类比解释查询、键、值向量三者的不同作
用. 为什么值向量不一定要和键向量是同一个?

习题 12.18 (注意力不是简单复制). 若某一行注意力权重为 (0, 1, 0), 输出只复制第二个值
向量. 若权重为 (0.2, 0.5, 0.3), 输出是什么类型的向量? 这两种情况有什么不同?

习题 12.19 (多头注意力的直觉). 一个句子中可能同时存在“相邻词关系”“主谓关系”“代
词指代关系”. 解释为什么多个注意力头可能比单个注意力头更灵活.

习题 12.20 (训练与生成的区别). 训练时, 模型可以对一句话中的许多位置同时计算损失;
生成时, 模型必须一个词元一个词元地追加. 解释这两种说法如何同时成立.

习题 12.21 (softmax 平移不变性). 证明对任意 z ∈ Rn 和常数 c ∈ R, 有

softmax(z + c1) = softmax(z).

这个性质为什么有助于数值计算?

习题 12.22 (温度采样的定性分析). 设 z = (2, 1, 0), 比较

softmax(z), softmax(z/2), softmax(2z)

的分布尖锐程度. 不要求算小数, 只需比较哪个更接近平均分布, 哪个更偏向最大分数.
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习题 12.23 (不用微积分理解非线性). 证明如果 F (X) = XW1 + 1bT1 , G(Y ) = YW2 + 1bT2 ,
则 G(F (X)) 仍是 X 的仿射函数. 由此解释为什么前馈网络中需要 ReLU 或其他非线性函
数.

习题 12.24. 设 Q,K ∈Mn×dk
(R). 证明

rank(QKT ) ≤ dk.

进一步思考: 为什么不能由此推出 rowsoftmax(QKT ) 也一定低秩?

习题 12.25. 设 p = softmax(z), 正确标签为 one-hot 向量 y = er. 令

`(z) = −
m∑
j=1

yj log pj .

证明
∂`

∂z
= p− y.

习题 12.26. 设 Z = HW + 1bT , 损失函数 L 对 Z 的梯度为 G = ∂L/∂Z. 证明

∂L
∂W

= HTG,
∂L
∂b

= GT 1.

习题 12.27. 设 C = Id − 1
d
11T . 证明 C2 = C, C1 = 0, 并解释为什么 Ch 是 h 去均值后的

向量.

习题 12.28. 对正弦位置编码, 证明位置平移 t 7→ t + s 在每个二维频率平面中对应一个正
交矩阵. 这个结论怎样说明位置编码保留了相对位移信息?

习题 12.29. 在 KV 缓存中, 设已有 K1:n, V1:n, 新增一行 kTn+1, v
T
n+1. 写出 K1:n+1 和 V1:n+1

的分块形式, 并解释为什么旧的键向量和值向量不需要重新计算.

习题 12.30. 考虑一个词表大小 m = 6, 序列长度 n = 3, 嵌入维度 d = 4, 注意力头维度
dk = 2, dv = 4 的单头模型. 写出 O,E,X,WQ,WK ,WV , Q,K, V,QK

T , A,AV,WU , Z 的矩
阵形状.
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13 挑战选读: 若尔当标准型

选学背景

若尔当标准型回答“不可对角化时还能怎样化简矩阵”的问题, 是特征值理论的高阶
部分. 对高中生友好的主线可以先掌握二阶、三阶矩阵的特征值和对角化; 本章适合
作为挑战章, 或在学习线性递推通项公式时选择性阅读应用部分.

在第88中, 我们研究了线性变换的特征值与对角化问题. 对角化给出了最简洁的标准型,
但并非所有线性变换都可对角化. 本章的核心目标是: 对于代数闭域 (特别是 C) 上的线性
变换, 找到一种最精细的标准型——若尔当标准型 (Jordan normal form), 它完全确定了线
性变换的相似类.
为什么已经有了特征值和特征向量, 仍然还不够? 根本原因是: 重复特征值并不保证能

找到足够多的线性无关特征向量. 在常系数微分方程中, 这会表现为除了 eλt 之外还会出现
teλt, t2eλt, . . . 这样的解; 在离散系统中, 若尔当块

J =

(
λ 1

0 λ

)

满足

Jn =

(
λn nλn−1

0 λn

)
,

因此矩阵高次幂里会冒出额外的多项式因子. 这些看似分散的现象, 本质上都在说明: 当特
征向量不够用时, 我们需要一种比对角化更细致的标准型.

从历史上看, 若尔当标准型也不是凭空降下来的技术. Jordan 在 19 世纪提出了通过标
准块分类线性变换的思想, 后来的 Weierstrass、Frobenius 等人则从更严密的代数视角完善
了相关理论. 因而本章讨论的不是孤立技巧, 而是分类问题逼出来的自然答案.
整体思路分为两步. 第一步是广义特征子空间分解: 利用 Cayley-Hamilton 定理和核分

解 (推论7.17.1), 将问题约化为特征多项式只有一个根 (λ− λ0)
n 的情形. 第二步是幂零变换的

若尔当分解: 令 N = T − λ0 I, 则 N 是幂零变换, 通过分析 kerN ⊂ kerN2 ⊂ . . . 的递增链,
构造若尔当基, 最终得到若尔当块的直和分解. 在 §8.88.8中, 我们已经处理了极小多项式等于
特征多项式这一最简情形 (定理8.68.6); 本章将处理一般情形.
本章约定: 除非特别说明, F 表示一个域, V 是有限维 F-线性空间, T : V → V 是 F-线

性变换. 在涉及若尔当标准型的存在性时, 我们要求 T 的特征多项式 χT 在 F[λ] 中完全分
裂 (即所有根都在 F 中). 特别地, 当 F = C 时此条件自动满足.
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13.1 广义特征子空间分解

给定 F-线性空间 V 以及 F-线性变换 T : V → V , 在 §8.88.8中我们知道, 当 T 的极小多项
式等于特征多项式时, T 在适当基下的矩阵为友阵 C(χT )(定理8.68.6). 对于一般的线性变换,
我们希望找到 T -不变子空间 W1, . . . ,Wk 使得

V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk,

以及每个 Wi 的基 Bi, 使得矩阵 [T |Wi
]Bi
具有简洁的标准型, 且这些标准型完全决定 T 的

相似类.
回顾 Cayley-Hamilton定理 (定理8.48.4)和多元裴蜀恒等式的核分解 (推论7.17.1): 若 h(T ) =

0 且 h = h1h2, gcd(h1, h2) = 1, 则 V = kerh1(T )⊕ kerh2(T ), 且 hi(T |ker hi(T )) = 0. 将这一
结论应用到特征多项式上, 我们得到如下定理 (参见 §8.58.5中关于矩阵情形的讨论; 这里给出
线性变换的完整叙述和证明).

定理 13.1 (广义特征子空间分解). 设 χT 完全分解为

χT (λ) = (λ− λ1)
n1 . . . (λ− λs)

ns ,

其中 λ1, . . . , λs 各不相同. 定义广义特征子空间为

V [λi] := ker(T − λi I)ni .

则每个 V [λi] 都是 T -不变子空间, 且有直和分解

V = V [λ1]⊕ · · · ⊕ V [λs].

并且 T |V [λi] 的特征多项式为 (λ− λi)
ni , dimV [λi] = ni.

证明. 由 Cayley-Hamilton 定理, χT (T ) = 0. 由于 (λ − λ1)
n1 , . . . , (λ − λs)

ns 两两互素, 反
复应用核分解 (推论7.17.1) 得到 V =

⊕s
i=1 V [λi], 且每个 V [λi] 是 T -不变子空间.

记 fi 为 Ti = T |V [λi] 的特征多项式. 由于

(Ti − λi I)ni = 0,

可知 Ti 等于标量变换 λi I 加上幂零变换. 因而 Ti 的唯一特征值是 λi, 其特征多项式必为

fi(λ) = (λ− λi)
di ,

其中 di = dimV [λi]. 又直和分解下特征多项式相乘, 即

χT = f1f2 · · · fs.

与
χT (λ) = (λ− λ1)

n1 · · · (λ− λs)
ns

比较各个互异一次因子的幂次, 得 di = ni. 因此 fi = (λ− λi)
ni , 且 dimV [λi] = ni.
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习题 13.1. 广义特征子空间也可以定义为

V [λi] := {v ∈ V |存在 k 使得(T − λi I)kv = 0}.

验证这两种定义是等价的.

注 13.1. 这里的记号 V [λi] 与 §8.58.5中的 V ′λi
表示同一对象——特征值 λi 对应的广义特征

子空间. 在后续讨论中我们统一使用 V [λi] 这一记号.

注 13.2. 由于 V [λi] = ker(T − λi I)ni 的定义方式不依赖于基的选取, 若 F : V → W 给出
(V, T ) 到 (W,S) 的同构 (即 FT = SF ), 则 F 把 T 的 λi 广义特征子空间同构到 S 的 λi

广义特征子空间. 所以 (V, T ) 和 (W,S) 同构当且仅当在调整广义特征子空间的顺序后, 有

(V [λi], T |V [λi])
∼= (W [λi], S|W [λi]).

我们对矩阵 A ∈Mn(C) 有相应的结论, A 视作 Cn → Cn 的线性变换, 有对应的广义特
征子空间 W [λi] ⊂ Cn, 且 Cn =

⊕
W [λi]. 即存在可逆矩阵 P ∈ GL(n,C) 使得

P−1AP = diag{A1, . . . , As},

其中 Ai 的特征多项式为 (λ−λi)
ni . 且 A 和 B 相似当且仅当在调整顺序后对应的对角块相

似.

13.2 幂零变换的若尔当标准型

由定理13.113.1, 问题约化为对每个广义特征子空间 (V [λi], T |V [λi]) 的同构分类. 我们假设
(V, T : V → V ) 满足 χT = (λ− λ0)

n, 令 N = T − λ0 I, 则 N 与 T 有相同的不变子空间, 且
(V, T ) 同构于 (W,S) 当且仅当 (V,N) ∼= (W,S − λ0 I). 因此可以约化为幂零变换 (V,N) 的
分解以及对应的同构类分类.

定义 13.1. 设 N : V → V 是线性变换, 若存在正整数 k 使得 Nk = 0, 则称 N 为幂零变换
(nilpotent). 矩阵 A 称为幂零矩阵, 如果 Ak = 0 对某个正整数 k 成立.

由 Cayley-Hamilton 定理以及极小多项式的性质, N 的幂零指数 k 不超过 dimV , 且
χN = λdim V . 由上三角化定理, 存在 V 的一组基 B 使得 [N ]B 是严格上三角阵.

定义 13.2 (若尔当块). n 阶若尔当块 (Jordan block)定义为

Jn(λ) :=



λ 1

λ 1
. . . . . .

λ 1

λ


n×n

= λIn + Jn(0),

其中 Jn(0) 称为幂零若尔当块. 特别地, J1(λ) = (λ).
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注 13.3. 回顾 §8.88.8中友阵的定义 (定义8.158.15), 多项式 λn 的友阵 C(λn) 经过基的反转 (将
e1, . . . , en 调整为 en, . . . , e1) 后恰好变为 Jn(0). 事实上, 友阵 C(λn) 的极小多项式和特征
多项式都等于 λn(命题8.108.10和8.118.11), 这说明 Jn(0) 也满足同样的性质.

命题 13.1. 若尔当块 Jn(λ) 具有以下性质:

1. χJn(λ)(µ) = (µ− λ)n, 即 Jn(λ) 的唯一特征值为 λ, 代数重数为 n;

2. mJn(λ)(µ) = (µ− λ)n, 即极小多项式等于特征多项式;

3. dim ker(Jn(λ)− λIn) = 1, 即几何重数为 1;

4. Jn(λ) 可对角化当且仅当 n = 1.

证明. 由 Jn(λ) = λIn+Jn(0), 可知 Jn(λ)−λIn = Jn(0). 由于 Jn(0)
n−1 6= 0且 Jn(0)

n = 0,
得 (1) 和 (2). 直接计算 ker Jn(0) = span{e1} 得 (3). (4) 由 (1) 和 (3) 立即得到: 可对角化
要求几何重数等于代数重数, 即 1 = n.

定理 13.2 (幂零变换的若尔当标准型). 设 N 是有限维线性空间 V 上的幂零变换, 则存在
N -不变子空间 W1, . . . ,Ws 使得 V =W1 ⊕ · · · ⊕Ws, 且存在 Wi 的基 Bi 使得

[N |Wi
]Bi

= Jki
(0).

并且 (V,N) ∼= (V ′, N ′) 当且仅当对应的 k1, . . . , ks 和 k′1, . . . , k
′
s 在不计顺序下相同.

在给出证明之前, 我们先用 Young 图 (Young diagram) 的语言来直观地描述幂零变换
的若尔当标准型以及证明策略.

v4 v3 v2 v1 0
N N N N

Nv1 = 0, Nvi+1 = vi, 一条链对应一个若尔当块

图 20: 幂零变换的若尔当链. 一般情形中 N = T − λI.

注 13.4 (Young图与若尔当型). 设 dimV = n, N 的极小多项式为 λk1 . 幂零变换 N 的若尔
当标准型由一组若尔当块 Jk1

(0), . . . , Jks
(0) 构成 (允许重复), 满足 k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ks ≥ 1

且 k1+· · ·+ks = n. 这样的数据恰好对应 n的一个分拆 (partition) λ = (k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ks),
也可用一个 Young 图来表示: 共 s 行, 第 i 行有 ki 个格子, 左对齐. 例如, 8 维空间上若尔
当块为 J4(0)⊕ J3(0)⊕ J1(0) 时, 对应分拆 (4, 3, 1) 和 Young 图
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Young 图的行对应若尔当块: 第 i 行有 ki 个格子, 对应一个 Jki
(0) 块. Young 图的列

对应核链 kerN j 的递增: 第 j 列的格子数等于 dim kerN j − dim kerN j−1, 即从 kerN j−1

到 kerN j 新增的维数. 记 `j = dim kerN j, 则第 j 列的格子数为 `j − `j−1.
在定理13.213.2的证明中, 基的构造过程可以用 Young 图来理解. 考虑如下从左到右填入的

过程:

1. 令 dj = `j−`j−1 为 Young图第 j 列的格子数. 由引理13.113.1的 (4), d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dk1
,

从而确实构成 Young 图的列长度.

2. 第一步: 取 V0/V1 的一组基 (共 dk1
个向量), 每个向量生成一条长度为 k1 的 “N -链”,

填入 Young 图最长的那些行.

3. 第二步: 在 V1/V2 中, 前一步通过 N 映射已贡献了 dk1
个线性无关向量. 扩充 V1/V2

的基还需添加 dk1−1 − dk1
个新向量, 每个新向量生成一条长度为 k1 − 1 的 N -链, 填

入次长的那些行.

4. 以此类推: 第 t 步在 Vt−1/Vt 中扩充基, 新添加的向量生成长度为 k1 − t+ 1 的 N -链.

以分拆 (4, 3, 1) 为例, Young 图的填表过程为:

N3v1N
2v1Nv1 v1

N2w1Nw1w1

u1

其中 v1 在第一步选取 (从 V0/V1), w1 在第二步选取 (在 V1/V2 中扩充基), u1 在第三步选
取 (在 V2/V3 中扩充基). 每一行给出一个若尔当块的基, 但写成矩阵基时采用反向链顺序:
从被 N 最终送到 0 的向量开始, 依次写到链的起点. 这样 N 把每个基向量送到前一个基
向量, 与定义13.213.2中第一上副对角线为 1 的若尔当块一致.

定理13.213.2的证明. 先假设极小多项式等于特征多项式, 即 Nn = 0 但 Nn−1 6= 0, 则存在
vn 6= 0 使得 Nn−1vn 6= 0. 定义 vi−1 = Nvi, 断言 v1, . . . , vn 组成了 V 的一组基: 若∑

i aivi = 0, 则
Nn−1(

∑
i

aivi) = anN
n−1vn = 0,

即 an = 0; 同样有
Nn−2(

∑
i

aivi) = an−1N
n−2vn−1 = 0,

即 an−1 = 0, 同理以此类推有 a1 = · · · = an = 0. 因此 v1, . . . , vn 是 V 的一组基. 注意
这里的顺序已经是反向链顺序: v1 = Nn−1vn 先被 N 送到 0, 而 vn 是链的起点. 在此基下
Nvi = vi−1(约定 v0 = 0), 即 [N ]B = Jn(0).
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现在处理一般情形. 假设 N 的极小多项式为 λk1 , 则 Nk1−1 6= 0. 考虑 kerNk 构成的递
增链, 令

V0 = kerNk1 = V, V1 = kerNk1−1, . . . , Vi = kerNk1−i, . . . , Vk1
= kerN0 = {0}.

引理 13.1. 上述子空间具有以下性质:

1. Vi ⊃ Vi+1;

2. N(Vi) ⊂ Vi+1;

3. N 诱导了映射 Ñ : Vi/Vi+1 → Vi+1/Vi+2;

4. Ñ 是单射;

5. 若对每个 0 ≤ i ≤ k1 − 1, 取 v1i , . . . , v
mi

i ∈ Vi 满足 v1i , . . . , v
mi

i ∈ Vi/Vi+1 中线性无关,
则全体 vji 在 V 中线性无关.

证明. (1). 由于 Nk(v) = 0 推出 Nk+1(v) = 0, 故 Vi ⊃ Vi+1.
(2). 任取 w ∈ Vi = kerNk1−i,则 Nk1−i−1(Nw) = Nk1−iw = 0,即 Nw ∈ kerNk1−i−1 =

Vi+1. 因此 N(Vi) ⊂ Vi+1.
(3). 由 (1) 和 (2) 可知 Ñ 良定义.
(4). 假设 Ñ(v) = 0, 则 N(v) ∈ Vi+2, 等价于 N(v) ∈ kerNk1−i−2, 等价于 v ∈

kerNk1−i−1, 等价于 v ∈ Vi+1, 即 v = 0.
(5). 假设

∑
i,j aijv

i
j = 0. 将等式在商空间 V0/V1 中取像: 由于 vji ∈ Vi ⊂ V0 且对 i ≥ 1

有 vji ∈ V1, 故 vji = 0 ∈ V0/V1 对所有 i ≥ 1 成立. 因此
∑

j a0jv
j
0 = 0, 由 v10 , . . . , v

m0
0 在

V0/V1 中线性无关, 得 a0j = 0 对所有 j 成立. 此时等式化为
∑

i≥1,j aijv
i
j = 0. 再在 V1/V2

中取像, 类似地得到 a1j = 0 对所有 j 成立. 以此类推, 得到 aij = 0 对所有 i, j 成立.

取 v1, . . . , vm0
∈ V , 满足 ṽ1, . . . , ṽm0

是 V0/V1 的一组基, 考虑每条链按反向顺序排列得
到的向量组

Nk1−1v1, . . . , Nv1, v1, N
k1−1v2, . . . , Nv2, v2, . . . , N

k1−1vm0
, . . . , Nvm0

, vm0
.

由引理13.113.1的 (4) 可知 N i(v1), . . . , N i(vm0
) 在 Vi/Vi+1 中线性无关, 从而根据 (5) 可知

Nk1−1v1, . . . , Nv1, v1, N
k1−1v2, . . . , Nv2, v2, . . . , N

k1−1vm0
, . . . , Nvm0

, vm0

在 V 中线性无关. 将以上这些向量记做 B1, 生成的 N -线性子空间记为 W , 则 [N |W ]B1
是

分块对角矩阵, 且每一个对角块是 Jk1
(0), 共有 m0 块.

若 Nv1, . . . , Nvm0
不是 V1/V2 的基, 则添加 w1, . . . , wm ∈ V1, 使得 w1, . . . , wm1

和
Nv1, . . . , Nvm0

构成了 V1/V2 的一组基, 则

N iv1, . . . , N ivm0
, N i−1w1, . . . , N i−1wm1
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在 Vi/Vi+1 中线性无关, 所以

B2 = {Nk1−2w1, . . . , w1, N
k1−2w2, . . . , w2, . . . , N

k1−2wm1
, . . . , wm1

}

线性无关, 也与 B1 中的向量线性无关, 并且 [N |span{B2}]B2
是分块对角矩阵, 每一个对角块

为 Jk1−1(0), 共 m1 个.
一般地, 对 0 ≤ t ≤ k1 − 1, 归纳地进行如下构造. 假设已选取了

B1, . . . , Bt

使得Bj 中的向量来源于在 Vj/Vj+1中扩充基的过程. 若N tv1, . . . , N tvm0
, N t−1w1, . . . , N t−1wm1

, . . .

不构成 Vt/Vt+1 的基, 则在 Vt 中添加向量 u1, . . . , umt
来扩充. 对每个 uℓ, 令

Bt+1,ℓ = {Nk1−t−1uℓ, . . . , Nuℓ, uℓ},

则 Bt+1 =
⋃

ℓBt+1,ℓ 中的向量 (连同 B1, . . . , Bt) 在 V 中线性无关 (由引理13.113.1的 (4) 和
(5)), 且 [N |span Bt+1,ℓ

] 在基 Bt+1,ℓ 下的矩阵为 Jk1−t(0).
记 `i = dimVi/Vi+1, 则

∑k1−1
i=0 `i = dimV . 在上述过程中, 第 t步扩充了 mt = `t− `t−1

个向量 (约定 `−1 = 0), 每个贡献一个 Jk1−t(0) 若尔当块. 合并所有已构造的反向 N -链向量
为 B, 则

|B| = m0 · k1 +m1 · (k1 − 1) + · · ·+mk1−1 · 1 =

k1−1∑
i=0

(k1 − i)mi.

由
∑k1−1

i=0 `i = dimV 以及 mi = `i − `i−1 可验证 |B| = dimV , 因此 B 是 V 的一组基, 且
[N ]B 是分块对角矩阵, 对角线上有 mt 个 Jk1−t(0) 若尔当块.
关于唯一性: 若 N 在某组基下的矩阵是若尔当块的直和, 则 dim kerN j 是相似不变量

(即不依赖于基的选取), 从而 `i = dim kerNk1−i − dim kerNk1−i−1 唯一确定, 进而 Jk1−i(0)

的个数 mi = `i − `i−1 也唯一确定.

下面通过一个完整的计算实例, 展示定理13.213.2的证明如何具体地操作, 以找到若尔当基.

例 13.1. 设 V = C6, 线性变换 N 在标准基 e1, . . . , e6 下的矩阵为

A =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0


.

我们按照证明中的步骤, 逐步求出 A 的若尔当标准型和若尔当基.
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第一步: 计算核链. 直接计算得

A2 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, A3 = 0.

因此 A 的幂零指数为 k = 3(因为 A2 6= 0 而 A3 = 0).
第二步: 确定核链的维数. 逐次解齐次线性方程组:

• kerA: 方程 Ax = 0 的解空间. 由 A 的非零行为第 1, 3, 5 行, 得约束 x4 = 0, x1 = 0,
x2 + x6 = 0. 因此

kerA = span{e2 − e6, e3, e5}, dim kerA = 3.

• kerA2: 方程 A2x = 0 等价于 x4 = 0(因为 A2 仅第 (3, 4) 元素非零). 因此

kerA2 = span{e1, e2, e3, e5, e6}, dim kerA2 = 5.

• kerA3 = C6, dim kerA3 = 6.

第三步: 确定若尔当型 (Young图). 令 dj = dim kerAj−dim kerAj−1(约定 dim kerA0 =

0):
d1 = 3, d2 = 5− 3 = 2, d3 = 6− 5 = 1.

这是 Young 图的列长度序列, 满足 d1 ≥ d2 ≥ d3. 对偶 (转置) 分拆给出行长度: 第 1 行长
3(因为 d1, d2, d3 均 ≥ 1), 第 2 行长 2(因为 d1, d2 ≥ 2 但 d3 < 2), 第 3 行长 1(因为 d1 ≥ 3

但 d2 < 3). 因此若尔当标准型为

J3(0)⊕ J2(0)⊕ J1(0),

对应分拆 (3, 2, 1) 和 Young 图:

第四步: 逐列构造若尔当基. 令 V0 = V = C6, V1 = kerA2, V2 = kerA, V3 = {0}.
• 第一列: 取 V0/V1 的基. dimV0/V1 = 6− 5 = 1. 需选取 v1 /∈ kerA2, 即 v1 的第 4 分

量非零. 取 v1 = e4. 由 v1 生成长度为 3 的 N -链:

v1 = e4, Av1 = Ae4 = e1, A2v1 = A2e4 = e3.
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验证: A2v1 = e3 6= 0(确认 v1 /∈ kerA2), A3v1 = 0.
• 第二列: 在 V1/V2 中扩充基. dimV1/V2 = 5− 3 = 2. 在 V1/V2 中, Av1 = e1 的像 e1

已贡献 1 个非零向量 (因为 e1 ∈ V1 = kerA2 但 Ae1 = e3 6= 0, 故 e1 /∈ V2 = kerA). 由于
V1/V2 是 2 维的, 需再添加 1 个新向量 w1 ∈ V1 \ V2 使得 w1 与 e1 在 V1/V2 中线性无关.
注意 V1 = span{e1, e2, e3, e5, e6}, V2 = kerA = span{e2 − e6, e3, e5}. 取 w1 = e2(因为

Ae2 = e5 6= 0, 故 e2 /∈ kerA; 且若 ae1 + be2 ∈ kerA 则 A(ae1 + be2) = ae3 + be5 = 0 推出
a = b = 0, 故 e1 与 e2 在 V1/V2 中线性无关).

由 w1 = e2 生成长度为 2 的 N -链: w1 = e2, Aw1 = Ae2 = e5.
• 第三列: 在 V2/V3 中扩充基. dimV2/V3 = 3 − 0 = 3. 已有的向量: A2v1 = e3 和

Aw1 = e5, 它们的像 e3, e5 在 V2/V3
∼= kerA 中贡献 2 维. 需添加 1 个新向量 u1 ∈ kerA

使其与 e3, e5 在 kerA 中线性无关. 由 kerA = span{e2 − e6, e3, e5}, 取 u1 = e2 − e6(它在
kerA 中且与 e3, e5 无关). 这个 u1 生成长度 1 的链 (因 Au1 = 0).
第五步: 写出若尔当基并验证. 合并所有 N -链, 得到 Young 图的填表:

A2v1Av1 v1

Aw1w1

u1

=

e3 e1 e4

e5 e2

e2−e6

每一行构成一个若尔当块的基 (按反向 N -链顺序排列). 若尔当基为

B = (e3, e1, e4︸ ︷︷ ︸
J3(0)

, e5, e2︸ ︷︷ ︸
J2(0)

, e2 − e6︸ ︷︷ ︸
J1(0)

).

记过渡矩阵 P =
(
e3 e1 e4 e5 e2 e2 − e6

)
, 读者可直接验证

P−1AP = J3(0)⊕ J2(0)⊕ J1(0) =



0 1

0 1

0

0 1

0

0


.

注 13.5 (若尔当基构造的算法总结). 由上例可总结出对幂零矩阵 A ∈ Mn(F)(幂零指数为
k) 求若尔当基的算法:

1. 计算 A,A2, . . . , Ak, 确定 kerA ⊂ kerA2 ⊂ · · · ⊂ kerAk = Fn;

2. 令 dj = dim kerAj − dim kerAj−1, 列长度序列 (d1, d2, . . . , dk) 确定 Young 图的形状,
即确定了各若尔当块的大小;

3. 取 V0/V1(=Fn/ kerAk−1) 的一组基 v1, . . . , vdk
, 由 vi 生成长度为 k 的 N -链;
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4. 对 t = 1, . . . , k − 1, 在 Vt/Vt+1 中将已有向量 N tv1, . . . 扩充为基, 新向量生成长度为
k − t 的 N -链;

5. 将每条 N -链按反向链顺序合并, 即得若尔当基.

对一般的 (非幂零) 矩阵, 先做广义特征子空间分解 (定理13.113.1), 再对每个广义特征子空间上
的幂零部分 Ni = T − λi I 执行上述算法.

13.3 若尔当标准型定理

将广义特征子空间分解 (定理13.113.1) 与幂零变换的若尔当标准型 (定理13.213.2) 组合, 我们
得到若尔当标准型定理.

定理 13.3 (若尔当标准型). 设 V 是 C 上的 n 维线性空间, T : V → V 是线性变换. 则存
在 V 的一组基 B, 使得

[T ]B = diag{Jk1
(λ1), Jk2

(λ2), . . . , Jkr
(λr)},

其中 Jki
(λi) 是 ki 阶若尔当块 (定义13.213.2), λ1, . . . , λr 为 T 的特征值 (允许重复). 上述分解

在不计若尔当块顺序下是唯一的, 即若尔当块的集合 {Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr)} 是 T 的完全相
似不变量.
等价地, 对于矩阵 A ∈Mn(C), 存在可逆矩阵 P ∈ GL(n,C) 使得

P−1AP = diag{Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr)}.

右端称为 A 的若尔当标准型 (Jordan normal form). 两个复方阵 A,B ∈ Mn(C) 相似当且
仅当它们有相同的若尔当标准型 (不计若尔当块顺序).

证明. 存在性. 由定理13.113.1, 设 χT (λ) =
∏s

i=1(λ − λi)
ni , 则 V =

⊕s
i=1 V [λi]. 对每个 V [λi],

令 Ni = T |V [λi] − λi I, 则 Ni 是幂零变换. 由定理13.213.2, 存在 V [λi] 的基使得 Ni 的矩阵为
diag{Jki,1

(0), . . . , Jki,si
(0)}, 从而 T |V [λi] 在此基下的矩阵为 diag{Jki,1

(λi), . . . , Jki,si
(λi)}.

将各广义特征子空间的基合并即得.
唯一性. 由广义特征子空间分解的唯一性 (特征值及其代数重数由 χT 唯一确定), 问题

约化为每个广义特征子空间上幂零部分的唯一性, 而这由定理13.213.2保证.

注 13.6. 若尔当标准型定理要求底域为代数闭域 (例如 C). 对于一般域 F, 如果 χT 在 F[λ]
中完全分裂, 则同样的结论成立. 对于 χT 不完全分裂的情形, 需要使用有理标准型, 这将在
后续章节中讨论.
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13.4 矩阵次幂的计算和应用：递推数列的通项公式

在第8.38.3节中, 我们看到当矩阵可对角化时, 其幂次 An 可以通过 An = PΛnP−1 方便地
计算. 这在处理 Markov 链 (如例8.38.3) 和线性递推数列时具有重要作用. 然而, 对角化方法要
求矩阵的几何重数等于代数重数. 当遇到不可对角化矩阵时, 我们便需要借助若尔当标准型
来计算矩阵的次幂. 本节我们将展示如何利用若尔当标准型系统地求解任意常系数线性递
推数列的通项公式.

13.4.1 若尔当块的次幂

为了计算一般矩阵的幂, 我们首先考察单个若尔当块 Jk(λ) 的幂. 注意到 Jk(λ) =

λ Ik +Jk(0), 其中 Jk(0) 是对应于特征值 0 的若尔当块, 即在第一上副对角线上全为 1, 其余
为 0的幂零矩阵. 由于标量矩阵 λ Ik 与任何矩阵可交换,我们可以利用二项式定理对 Jk(λ)

n

进行展开.

命题 13.2 (若尔当块的次幂). 设 Jk(λ) 是大小为 k 的属于特征值 λ 的若尔当块. 那么对于
任意非负整数 n, 当 λ 6= 0 或 λ = 0, n ≥ k 时,

Jk(λ)
n =



λn
(
n
1

)
λn−1 (

n
2

)
λn−2 · · ·

(
n

k−1

)
λn−k+1

0 λn
(
n
1

)
λn−1 · · ·

(
n

k−2

)
λn−k+2

0 0 λn · · ·
(

n
k−3

)
λn−k+3

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · λn


. (11)

这里约定当 j > n 时, 二项式系数
(
n
j

)
= 0.

证明. 记 N = Jk(0), 即 N 的第 (i, i+1) 个元素为 1, 其余均为 0. 容易算出 N j 的非零元素
位于第 j 条上副对角线, 它的第 (i, i + j) 个元素为 1. 特别地, 由于它的大小是 k, Nk = 0,
这是一个幂零指数为 k 的幂零矩阵. 将 Jk(λ) 分解为 λ Ik +N . 由于 λ Ik 与 N 可交换, 根据
二项式定理,

Jk(λ)
n = (λ Ik +N)n =

n∑
j=0

(
n

j

)
λn−jN j .

由于当 j ≥ k 时 N j = 0, 级数实际上只求和到 min(n, k − 1). 将 N j 的显式结构代入求和,
在第 i 行第 j 列 (其中 j ≥ i, 对应向上平移 j − i 次), 元素的值即为所乘常数

(
n

j−i

)
λn−(j−i),

这恰好是公式(1111)中对应位置的元素.

注 13.7. 上式的结果也可以用形式导数优雅地表达. 注意到 (Jk(λ)
n)ij 在 j ≥ i 时等于

1
(j−i)!

dj−i

dλj−i (λ
n). 这反映了在矩阵函数的微积分中 (下一小节), Jk(λ) 上的函数作用对应于逐

项求导的过程. 当 λ = 0 时, 上式中只有
(

n
j−i

)
0n−j+i 在 n = j − i 时为 1, 这与 Jk(0)

n 平移
n 步是一致的.
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对于一般的方阵A,设其可化为若尔当标准型A = PJP−1,其中 J = diag(Jk1
(λ1), . . . , Jkm

(λm)).
根据矩阵乘法的结合律,

An = (PJP−1)n = PJnP−1 = P diag (Jk1
(λ1)

n, . . . , Jkm
(λm)n)P−1.

如此, 我们只需求出过渡矩阵 P 及其逆 P−1, 并代入命题13.213.2的公式计算各个块的次幂, 即
可得到任意矩阵 An 的显式表达式. 一些元素可能不可避免地含有组合数与多项式的混合
项.

13.4.2 线性常系数递推数列通项的一般理论

作为对角化和若尔当次幂计算的绝佳应用, 我们现在解决代数学中经典的一类结构分析
问题.

定义 13.3 (常系数线性递推). 设数列 (an)
∞
n=0 满足 k 阶齐次常系数线性递推关系:

an+k = ck−1an+k−1 + ck−2an+k−2 + · · ·+ c1an+1 + c0an (n ≥ 0), (12)

其中 c0, c1, . . . , ck−1 为常数, 且 c0 6= 0, 给定初值约束 a0, a1, . . . , ak−1.

数列在第 n + k 项的值由前面 k 项组合决定. 我们引入一个 k 维“状态向量”xn =

(an, an+1, . . . , an+k−1)
T . 那么, 递推关系(1212)可以表示为一阶向量差分方程:

an+1

an+2

...
an+k−1

an+k


=



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

c0 c1 c2 · · · ck−1





an

an+1

...
an+k−2

an+k−1


,

即 xn+1 = Cxn. 我们发现, 转移矩阵 C 恰好是多项式

f(λ) = λk − ck−1λk−1 − · · · − c1λ− c0

的友阵 (见定义8.158.15的转置形式). 这是非常深刻的联系. 方程 f(λ) = 0 不仅是 C 的特征多
项式, 它更被直接称作该递推关系的特征方程. 因为 xn = Cnx0, 求数列的通项公式就完全
等同于计算 Cn.

(一) 特征根互不相同的情形 (可对角化)
若特征方程 f(λ) = 0 的 k 个根 λ1, λ2, . . . , λk 在复数域中互不相同, 那么代数重数均为

1. 因为 C 特征值皆单根, C 是可对角化的.
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定理 13.4 (互异特征根的通项). 若齐次线性递推项方程互不相同的复非零根为 λ1, . . . , λk,
那么任何满足该递推式的数列必定具有如下形式:

an = α1λ
n
1 + α2λ

n
2 + · · ·+ αkλ

n
k ,

其中常数 α1, . . . , αk 完全由初值约束 a0, . . . , ak−1 唯一确定.

证明. 因为 C 互不相同特征值为 λi, 故有非奇异矩阵 P 使得 C = P diag(λ1, . . . , λk)P
−1.

于是 xn = Cnx0 = P diag(λn
1 , . . . , λ

n
k)P

−1x0. 如果设列向量 P−1x0 = (α1, . . . , αk)
T , 那么将

其乘回来之后, xn 的第一个元素 (即 an) 刚好是所有 λn
i 以 P 的第一行元素乘以 αi 后的线

性组合. 即 an 必定是 λn
i 的线性组合. 为了求特解, 将 n = 0, 1, . . . , k − 1 代入即可解出一

个范德蒙德 (Vandermonde) 方程组确定 αi.

例 13.2 (Fibonacci数列的 Binet公式). 众所周知的 Fibonacci数列递推定义为 F0 = 0, F1 =

1, Fn+2 = Fn+1 + Fn. 其特征方程为:

λ2 − λ− 1 = 0 =⇒ λ1 =
1 +
√
5

2
= φ, λ2 =

1−
√
5

2
= φ̂,

由定理13.413.4, Fn = c1φ
n + c2φ̂

n. 代入 n = 0 得 c1 + c2 = 0, n = 1 得 c1φ + c2φ̂ = 1. 解得
c1 =

1√
5
, c2 = − 1√

5
. 这便给出著名的 Binet 公式:

Fn =
φn − φ̂n

√
5

.

(二) 有重根的情形 (不可对角化)
当特征根有重根时, C 一般不能对角化 (事实上, 友阵是不可减损的, 它的每个特征值的

几何重数必然等于 1, 只要有重根它就一定不可对角化, 见命题8.118.11). 这就是必须引入若尔
当块(1111)的时机.

定理 13.5 (任意常系数线性递推的通项). 设递推方程(1212)的特征方程具有 s 个不同的根
λ1, . . . , λs, 其代数重数分别为 m1, . . . ,ms (从而

∑
mi = k). 那么任何满足该递推式的数列

必然呈现如下形式:
an = P1(n)λ

n
1 + P2(n)λ

n
2 + · · ·+ Ps(n)λ

n
s , (13)

其中每个 Pi(n) 常系数的并且是关于 n 的不超过 mi − 1 次的多项式. 等价地, 上述通项式
展开包含了 k 个独立基函数 njλn

i (其中 0 ≤ j < mi).

证明. 根据若尔当标准型定理, C = PJP−1, 其中 J 的构成为关于各个 λi 的若尔当块组成
的块对角或分块矩阵. 因为代数重数为 mi, 这些块在次幂 Jn 下按命题13.213.2会产生出包含(
n
j

)
λn−j
i 项的矩阵元, 此处的 j 最大取到 mi − 1. 这是 n 的一个最高不超过 mi − 1 次的多

项式. 与 P 和 P−1x0 的常数项作用即得线性组合的结构.

341



例 13.3 (带重根的递推数列解法). 已知数列初值为 a0 = 1, a1 = 4, a2 = 20, 并满足如下递
推关系（由于含有三项前面依赖项是 3 阶递推）:

an+3 = 5an+2 − 8an+1 + 4an.

其对应的特征方程为
λ3 − 5λ2 + 8λ− 4 = 0.

对其进行因式分解: λ = 1是显然的一个根 1−5+8−4 = 0. 提出 (λ−1)得到 λ2−4λ+4 =

(λ− 2)2. 因此方程有单根 λ1 = 1 以及二重根 λ2 = 2(m2 = 2).
根据结构定理13.513.5, 通项必然可用如下基函数表示 (由于重数分别为 1 和 2):

an = C1 · 1n + (C2 + C3n) · 2n = C1 + (C2 + C3n)2
n.

利用初值反解多项式系数:

n = 0 : C1 + C2 = 1

n = 1 : C1 + (C2 + C3)2 = 4

n = 2 : C1 + (C2 + 2C3)4 = 20

解该三元一次方程组, 得 C1 = 4, C2 = −3, C3 = 2. 从而推导出显式通项为

an = 4 + (2n− 3)2n.

使用若尔当型给出来的理论指导极大简化了原本需求特征空间计算高阶过渡矩阵的流程。这
也是结构定理“先定架子后解参”之所以优越直白的原因.

注 13.8 (与生成函数的联系). 熟悉离散数学和组合计数的读者可能会发现, 求解递推数列
和离散系统的另一种强大技术是生成函数法 (Generating Functions). 如果将数列作形式幂
级数 G(x) =

∑∞
n=0 anx

n, 递推关系就等价于说 G(x) 是有理函数 P (x)/Q(x). 对具有重根
的 Q(x) 进行部分分式展开（Partial Fraction Decomposition）也会得到形如 1/(1 − λx)m

的项, 利用牛二项式广义展开就可以产生带多项式的系数
(
n+m−1
m−1

)
λn. 本质上，有理分式展

开正是代数层面上矩阵按若尔当块进行不变子空间分解的一个解析映射缩影！线性代数从
结构分解出发提供了同一现象更加几何的基底。

13.5 习题

13.5.1 练习题

本节中标注为 “有理标准型方向” 的题目可以留到第1515章之后再处理; 标注为 “矩阵函
数方向” 的题目可以留到第1414章之后再处理.

342



习题 13.2 (二阶若尔当块的幂). 设

J =

(
λ 1

0 λ

)
.

1. 将 J 写成 λI +N , 并验证 N2 = 0.

2. 计算 Jn.

3. 当 λ = 1 时, 解释为什么 Jn 不会保持有界.

4. 将结论与递推关系 xn+1 = Jxn 的增长联系起来.

习题 13.3. 设 N 是 n维 F-线性空间 V 上的幂零变换,幂零指数为 k(即 Nk = 0, Nk−1 6= 0).
证明:

1. k ≤ n;

2. N 的极小多项式为 λk;

3. N 的特征多项式为 λn.

习题 13.4. 设 A ∈Mn(C) 是幂零矩阵. 证明 tr(A) = 0, det(A) = 0, I +A 可逆.

习题 13.5. 求下列矩阵的若尔当标准型 (不需要求过渡矩阵):

1. A =


2 1 0

0 2 1

0 0 2

;

2. A =


0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

;

3. A =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 2 1

0 0 0 2

;

4. A =



3 1 0 0 0

0 3 1 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3


.
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习题 13.6. 求下列矩阵的若尔当标准型, 以及相应的过渡矩阵 P (使得 P−1AP 为若尔当标
准型):

1. A =


5 4 2

−1 0 −1
−2 −2 0

;

2. A =


1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

.

习题 13.7. 设 A ∈ M4(C) 的特征多项式为 χA(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)2. 列出 A 所有可能的
若尔当标准型.

习题 13.8. 设 A ∈ M5(C), 特征多项式为 χA(λ) = (λ − 2)5. 已知 rank(A − 2I) = 3,
rank(A− 2I)2 = 1. 求 A 的若尔当标准型.

习题 13.9. 设 A ∈ Mn(C), 特征多项式 χA(λ) = (λ − λ0)
n. 证明: A 的若尔当标准型恰好

只有一个若尔当块 Jn(λ0) 当且仅当 A 的极小多项式等于特征多项式.

习题 13.10. 设 A是 n阶复方阵,若尔当标准型中特征值 λ对应的若尔当块为 Jk1
(λ), . . . , Jks

(λ),
k1 ≥ · · · ≥ ks ≥ 1. 证明:

1. λ 的代数重数为 k1 + · · ·+ ks;

2. λ 的几何重数为 s(即若尔当块的个数);

3. λ 在极小多项式中的幂次为 k1(即最大若尔当块的阶).

习题 13.11. 设 A ∈Mn(C) 的若尔当标准型为 J . 求 AT 的若尔当标准型.
(提示: 考虑 Jk(λ)

T 与 Jk(λ) 的关系.)

习题 13.12. 设 A ∈ Mn(C) 可逆, 若尔当标准型为 diag{Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr)}. 求 A−1 的
若尔当标准型.
(提示: 先对一个若尔当块 Jk(λ)(λ 6= 0) 求逆, 并分析其若尔当型.)

习题 13.13. 设 N,N ′ ∈Mn(C) 都是幂零矩阵. 证明: N 与 N ′ 相似当且仅当对所有 k ≥ 1,
rankNk = rankN ′k.

习题 13.14. 设 N ∈ M6(C) 为幂零矩阵, rankN = 4, rankN2 = 2, rankN3 = 0. 求 N 的
若尔当标准型, 并画出对应的 Young 图.

344



习题 13.15. 设 N ∈ Mn(C) 是幂零矩阵, 幂零指数为 k. 证明: rankN ≥ k − 1. 何时等号
成立?

习题 13.16. 设

J =

(
2 1

0 2

)
.

求 J 的特征值和特征向量空间维数。

习题 13.17. 设

N =

(
0 1

0 0

)
.

计算 N2，并说明 N 为什么是幂零矩阵。

习题 13.18. 设

J =


3 1 0

0 3 1

0 0 3

 .

计算 J − 3I，(J − 3I)2 和 (J − 3I)3。

习题 13.19. 判断矩阵

A =

(
1 1

0 1

)
是否可对角化。请从特征向量数量解释。

习题 13.20. 设 A 的若尔当标准型含有一个大小为 3、特征值为 2 的若尔当块。写出这个
若尔当块，并求它的特征多项式。

13.5.2 思考题

习题 13.21 (矩阵函数方向). 设 A ∈ Mn(C), f(λ) ∈ C[λ]. 若 A 的若尔当标准型为
diag{Jk1

(λ1), . . . , Jkr
(λr)}, 求 f(A) 的若尔当标准型.

(提示: 先计算 f(Jk(λ)). 注意 Jk(λ) = λI + Jk(0), 对 f 做 Taylor 展开.)

习题 13.22 (矩阵函数方向). 设 A ∈Mn(C), 证明 eA :=
∑∞

k=0
Ak

k!
收敛 (在 Mn(C) 的标准

拓扑下), 并证明 det(eA) = etr(A).
(提示: 利用若尔当标准型, 约化到单个若尔当块 Jk(λ) 的情形.)

习题 13.23. 设 A,B ∈Mn(C), 若尔当标准型分别为 JA 和 JB. 判断以下命题是否正确, 并
给出证明或反例:

1. A+B 的若尔当标准型由 JA 和 JB 唯一确定;
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2. AB 的若尔当标准型由 JA 和 JB 唯一确定.

习题 13.24. 求所有与矩阵 A =

(
2 1

0 2

)
可交换的 2× 2 复矩阵.

(提示: 设 B =

(
a b

c d

)
, 利用 AB = BA 列出方程.)

习题 13.25. 设 J = Jn(λ) ∈ Mn(C), 求 J 的中心化子 (commutant), 即全体与 J 可交
换的 n 阶复方阵构成的集合 C(J) = {B ∈ Mn(C) | BJ = JB}. 证明 C(J) 恰好是
{f(J) | f ∈ C[λ]}, 即 J 的多项式构成的集合.

习题 13.26. 设 A ∈ Mn(C) 有 n 个不同的特征值. 证明与 A 可交换的矩阵一定是 A 的多
项式. 请思考: 若 A 有重复特征值, 该结论是否仍然成立?

习题 13.27 (矩阵开方). 设 A ∈Mn(C) 可逆. 利用若尔当标准型, 证明存在 B ∈Mn(C) 使
得 B2 = A.
(提示: 先对一个可逆若尔当块 Jk(λ)(λ 6= 0) 找 B, 使得 B2 = Jk(λ).)

习题 13.28 (矩阵对数). 设 A ∈ Mn(C) 的所有特征值都有正实部. 利用若尔当标准型, 证
明存在 B ∈Mn(C) 使得 eB = A.

习题 13.29. 设 V 是 n 维复线性空间, T : V → V 是线性变换. 证明以下等价:

1. T 是幂零变换;

2. T 的所有特征值为 0;

3. Tn = 0;

4. tr(T k) = 0 对所有 k ≥ 1 成立.

习题 13.30. 设 T : V → V 是复线性空间上的线性变换, T 的若尔当标准型已知. 利用
Young 图, 确定以下信息:

1. dim kerT k 对各 k ≥ 0;

2. dim ImT k 对各 k ≥ 0;

3. T 的极小多项式的次数.

习题 13.31. 列举 6 的所有分拆, 画出对应的 Young 图, 并写出相应的 6 阶幂零若尔当标
准型. 其中哪些满足极小多项式为 λ3?

习题 13.32. 设 A ∈Mn(C) 满足 A2 = A(即 A 为幂等矩阵). 求 A 的若尔当标准型.
(提示: A 的极小多项式整除 λ2 − λ = λ(λ− 1).)
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习题 13.33. 设 A ∈Mn(C) 满足 A3 = I. 求 A 所有可能的若尔当标准型.

习题 13.34. 计算矩阵


1 −3 4

0 7 8

0 0 7

 的若尔当标准型.

习题 13.35 (矩阵函数方向). 利用二项式展开求若尔当块 J = Jλ,n 的 k 次方. 比较你的公
式和 xk 的各阶导数的关系, 从而推导出对一般的多项式 f , 矩阵 f(J) 的表达形式.

习题 13.36 (矩阵函数方向). 利用若尔当标准型证明, 如果 A ∈Mn(C) 是一个可逆矩阵, 则
存在一个复方阵 B 使得 B2 = A. 如果 A 不可逆, 该结论是否依然成立?

习题 13.37 (有理标准型方向). 假设域 F 上的有限维线性空间 V 上的线性变换 T 的特征
多项式有某一个不可约因子 p(λ), 证明 T 存在维数为 deg p 的不变子空间.

习题 13.38. 假设 T, S 均为有限维 F -线性空间 V 上的线性变换, 且 TS = ST , 证明 T 的
广义特征子空间也是 S 的不变子空间.

习题 13.39. 假设 F 是一个域, 且 {Ai}i∈I 是一族两两乘法可换的方阵, 且 Ai 均可以对角
化. 证明存在同一个可逆方阵 P 使得对任意 i ∈ I, P−1AiP 都是对角阵.

习题 13.40. 对一般的域 F , 证明如果 A ∈ Mn(F ) 是一个幂零矩阵, 即 Am = 0 对某一个
整数 m 成立, 则 A 在 F 上相似于某一个若尔当标准型.

习题 13.41. 证明任意一个复数域上的 n 阶方阵 A 可以写作两个矩阵 D 和 N 的和, 其中
D 是可对角化矩阵, N 是幂零矩阵, 且 DN = ND. （进一步思考：证明这样的分解是唯一
的. )

习题 13.42. A : V → V 是有限维复线性空间的算子, mA(x) ∈ C[x] 是算子的极小多项式
并有素分解 mA(x) = Πk

i=1(x− λi)
ni . 令 Vi = ker((A− λiI)

ni). 证明

V =
⊕

Vi.

习题 13.43. 考虑 N ∈ M5(C) 满足 N3 = 0. 请问这样的 N 在复数域上的相似类有多少
个? 请从中挑一个类描述所有和 N 交换的矩阵的形式.

习题 13.44 (有理标准型方向). 假设域 F 上的有限维线性空间 V 上的线性变换 T 的特征
多项式不可约, 找出所有的 T 不变子空间.

习题 13.45. 假设 A 是一个可对角化的 n 阶复方阵, 且 A 的互不相同特征值为 λ1, . . . , λk,
其中每个 λi 的代数重数为 mi, 求与 A 乘法交换的所有 n 阶方阵组成的 Mn(C) 子空间的
维数.
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习题 13.46. 假设实方阵 A 满足 A2 = −I, 证明 A 的阶数为偶数, 且对每个固定的阶数, 求
出这样的 A 的相似类有多少个? 对每一个固定的 2n-阶矩阵 A, 将与 A 乘法交换的实方阵
全体 V 和 Mn(C) 建立一个双射, 从而求出 V 的实维数.

习题 13.47 (有理标准型方向). 考虑极小多项式为 x2 − x+ 1 的四阶方阵 A ∈ M4(F3). 求
这样的 A 的相似类有多少个? 对每一个相似类里的矩阵 A, 求出这样的矩阵的个数.

习题 13.48 (有理标准型方向). 假设 F 是一个域, 考虑 A ∈ Mn(F ) 且 A 的特征多项式在
F [x] 中不可约. 证明所有和 A 交换的 F -方阵都是 A 的多项式.

习题 13.49 (若尔当块平方的反问题). 记

Jn(λ) =


λ 1 0 · · · 0

0 λ 1 · · · 0
...

...
... . . . 1

0 0 0 · · · λ

 .

如果复方阵

A2 =


J2(0) 0 0 0

0 J2(0) 0 0

0 0 J3(0) 0

0 0 0 J3(0)

 ,

求 A 的若尔当标准型，并证明你的结论。

习题 13.50 (给定特征多项式与极小多项式的若尔当型). 设 A 是复数域 C 上的 10× 10 矩
阵，已知：

f(λ) = (λ− 1)6(λ+ 1)4, m(λ) = (λ− 1)4(λ+ 1)2.

写出 A 所有可能的复相似类有多少种，并列出每种相似类的若尔当标准型。

习题 13.51 (参数矩阵的极小多项式、若尔当型与指数). 设

At =


2 1 0

0 2 t

0 0 2

 ∈M3(C), t ∈ C.

1. 按 t 的取值分类，求 At 的极小多项式。

2. 按 t 的取值分类，写出 At 的若尔当标准型。

3. 计算

eAt =
∞∑
k=0

Ak
t

k!

的显式表达式。
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习题 13.52 (极小多项式与特征多项式). 设 A 是 n× n 复矩阵，p(x) 是 A 的特征多项式，
m(x) 是 A 的极小多项式。

1. 证明 m(x) 和 p(x) 有相同的根。

2. 构造一个 4× 4 矩阵 A，使得 m(x) 6= p(x) 且 A 不可对角化。

习题 13.53 (不变子空间有限性与极小多项式). 设 V 是复数域上的有限维线性空间，T ∈
End(V )。判断下列两个陈述是否等价：

1. T 的不变子空间个数只有有限个；

2. T 的极小多项式等于特征多项式。

若等价，请给出证明；若不等价，请给出反例。课后思考：若把复数域换成有理数域，结论
是否仍然成立？

习题 13.54 (幂零矩阵的最大秩与若尔当型). 设 A ∈M2026(C) 满足 A3 = 0。

1. 求 rank(A) 的最大可能值。

2. 当 rank(A) 达到最大时，求 A 的可能若尔当标准型。
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14 选读: 矩阵函数和常微分方程

选学背景

本章需要无穷级数、矩阵指数和常微分方程背景. 如果读者还没有学微积分, 可以只
阅读二阶矩阵指数的直观例子和相图图示; 完整的 ODE 理论可在后续课程中再学.

自然界中的许多连续过程——放射性物质的衰变、弹簧振子的振荡、化学反应中浓度的
变化、传染病在人群中的传播——都可以用常微分方程(Ordinary Differential Equations, 简
称 ODE) 来描述。最简单的情形是单变量方程 x′(t) = ax(t)，其解为 x(t) = eatx(0)。当系
统涉及多个相互耦合的变量时，方程自然地推广为向量形式 x′(t) = Ax(t)，其中 A 是一个
方阵。要写出这类方程组的解，我们需要赋予 “e 的矩阵次幂” 以精确含义——这便引出了
矩阵指数的概念。
上一节中，我们探讨了离散时间的常系数线性递推 xn+1 = Cxn，认识到其核心在于计

算转移矩阵的次幂 Cn。现在，我们将视线转向连续的对应物。这两者之间的类比极为完美：
离散系统的解 xn = Cnx0 对应于连续系统的解 x(t) = etAx0；递推中 λn 的角色由指数函数
eλt 接替；而若尔当标准型在两种情形中都扮演着将系统 “解耦” 为独立子问题的核心角色。
本节的目标是：首先引入矩阵指数和一般矩阵函数的定义，借助若尔当标准型给出显式

计算公式；然后用它求解一阶线性 ODE 组和高阶标量 ODE；最后讨论系统的稳定性——
特征值的实部如何决定解的长期行为——并将这一思想推广到非线性系统的局部分析中。
除了力学、化学和生物模型之外, 连续时间 Markov 链也是方程组 x′(t) = Ax(t) 的重要

来源. 如果 x(t) 记录系统在各状态上的概率分布, 而 A 是瞬时跃迁速率矩阵, 那么系统在时
间 t 后的演化正是由 etA 给出. 与此类似, 很多非线性传染病模型或生态模型在平衡点附近
也会先被线性化为 x′ = Ax. 这说明矩阵指数并不是形式定义, 而是连续时间演化的自然语
言.

14.1 矩阵的幂级数与矩阵指数

我们已经知道，标量方程 x′(t) = ax(t) 的解是 x(t) = eatx(0)。如果想把这个公式推广
到方程组 x′(t) = Ax(t)，最自然的猜测是 x(t) = etAx(0)——但这要求我们赋予 “e 的矩阵
次幂” 以严格含义。幸运的是，ex 的泰勒级数 ex =

∑∞
k=0

xk

k!
对所有 x 绝对收敛，而其中的

运算（加法、乘法、数乘）在方阵上同样有意义，于是我们可以通过代数代入的方式给出定
义：

定义 14.1 (矩阵指数). 对于任意 n 阶实方阵 A ∈Mn(R) 或复方阵 A ∈Mn(C)，定义其矩
阵指数 (Matrix Exponential) eA（或记作 exp(A)）为如下幂级数：

eA = I +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · · =

∞∑
k=0

1

k!
Ak. (14)
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任意引入一种矩阵上的范数 (如分量最大值范数) 后，不难证明上述级数不仅收敛，且
是绝对收敛的。我们不在此作深入的分析拓扑探讨，直接罗列矩阵指数的一些基本代数性
质：

命题 14.1 (矩阵指数的基本性质). 设 A,B ∈Mn(C)，

1. e0n×n = In。

2. 如果 AB = BA，即矩阵可交换，则 eA+B = eAeB。

3. eA 总是可逆矩阵，且 (eA)−1 = e−A。(由前两条，取 B = −A 立得)

4. det(eA) = etr(A)。由于 etr(A) 6= 0，这也再次验证了 eA 是可逆的。

5. 若矩阵之间相似 B = P−1AP，则 eB = P−1eAP。也就是说，求指数可以与对角化或
若尔当分解过程结合使用。

注 14.1. 值得极度警惕的是，当 AB 6= BA 时，eA+B 6= eAeB 通常成立。这就使得非交换代
数中的指数运算不仅不能简单相加，反倒由此诞生了著名的 Baker-Campbell-Hausdorff
(BCH) 公式，在李理论中至关重要。

在进入更深层的理论之前，我们先通过最简单的情形建立直觉。

例 14.1 (对角矩阵的矩阵指数). 设 A = diag(λ1, . . . , λn)是对角矩阵。由于 Ak = diag(λk
1 , . . . , λ

k
n)，

代入定义得

eA =
∞∑
k=0

1

k!
diag(λk

1 , . . . , λ
k
n) = diag

(
∞∑
k=0

λk
1

k!
, . . . ,

∞∑
k=0

λk
n

k!

)
= diag(eλ1 , . . . , eλn).

例如，e(
1 0
0 −3 ) =

(
e 0

0 e−3

)
。对角矩阵的指数就是对每个对角元取标量指数！这一事实立即

验证了命题14.114.1(4)：det(eA) = eλ1 · · · eλn = eλ1+···+λn = etr(A)。

例 14.2 (可对角化矩阵与幂零矩阵). 设 A = P diag(λ1, . . . , λn)P
−1，则由命题14.114.1(5),

eA = P diag(eλ1 , . . . , eλn)P−1.

再看一个不可对角化但很容易计算的幂零例子: 令 A =

(
0 2

0 0

)
。此时可以直接从级数计

算：A2 = 0，故

eA = I +A+
A2

2!
+ · · ·︸ ︷︷ ︸
=0

=

(
1 2

0 1

)
.

级数在有限步内截断！这一幂零矩阵的情形将在下一小节中系统讨论。

除了指数外，如果一个幂级数
∑∞

k=0 akz
k在某个圆盘内收敛，我们同样可以通过

∑∞
k=0 akA

k

定义任意 一般矩阵函数 f(A)，如 sin(A), cos(A)，只要求 A 的特征值均落在此收敛半径内
即可。
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14.2 若尔当块上的矩阵函数

对于一般的方阵，直接按定义对级数求和来计算 eA 几乎是不可能的。但我们手中有一
件利器：若尔当标准型。由于 ePJP−1

= PeJP−1（命题14.114.1(5)），我们只需将 A 化为若尔当
标准型 J = diag(Jk1

(λ1), . . . )，从而归结于求每个小块 eJk(λ) 的问题。在命题13.213.2中，我们
曾指出若尔当块的次幂具有逐项关于特征值” 求导” 的优美性质。这一关系其实对一般可微
函数也是通用的！

命题 14.2 (若尔当块的矩阵函数公式). 设 f(z) 是在一个包含 λ 的开集上的复解析函数，且
Jk(λ) 是一大小为 k 的若尔当块，则：

f(Jk(λ)) =



f(λ) f ′(λ) f ′′(λ)
2!

· · · f(k−1)(λ)
(k−1)!

0 f(λ) f ′(λ) · · · f(k−2)(λ)
(k−2)!

0 0 f(λ) · · · f(k−3)(λ)
(k−3)!

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · f(λ)


. (15)

证明. 根据 Jk(λ) = λI +N（N 为第一上副对角线为 1 的幂零阵，Nk = 0），我们对 f 在
λ 处进行泰勒展开并代入：

f(λI +N) =
∞∑
j=0

f (j)(λ)

j!
N j .

由于 Nk = 0，级数在 Nk−1 处自然截断为有限项求和。将这些项按照 N j 的非零元素位于
第 j 条上副对角线这一结构填入矩阵元中，便得到上式。

对于矩阵指数函数 f(z) = etz，f (j)(z) = tjetz。代入命题14.214.2，我们得到非常实用的核
心推论：

etJk(λ) = eλt



1 t t2

2!
· · · tk−1

(k−1)!

0 1 t · · · tk−2

(k−2)!

0 0 1 · · · tk−3

(k−3)!
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1


.

14.3 常系数线性常微分方程组

有了若尔当块上矩阵指数的显式公式，我们现在装备齐全，可以攻克本节的核心问题
——常系数线性微分方程组的求解了。
矩阵指数在分析中最核心的应用之一是求解一阶常系数线性常微分方程组 (ODE)。在

一元微积分中, 标量方程 x′(t) = ax(t) 的解为 x(t) = eatx(0)。矩阵指数使我们能够将这个
公式几乎逐字推广到向量情形。
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定理 14.1 (常系数线性 ODE 组的解). 设 A ∈Mn(C)，x0 ∈ Cn。则初值问题

x′(t) = Ax(t), x(0) = x0 (16)

存在唯一解
x(t) = etAx0.

注 14.2. 关于解的存在唯一性, 属于常微分方程理论的基本定理 (Picard-Lindelöf 定理),
在本课程中我们承认该分析结论。线性代数的贡献在于显式给出解的构造。下面我们验证
x(t) = etAx0 确实满足方程(1616)。

验证. 只需逐项对级数求导。对 etA =
∑∞

k=0
tk

k!
Ak 关于 t 求导 (逐项求导的合法性由一致收

敛保证, 我们在此承认这一分析事实), 得到

d

dt
etA =

∞∑
k=1

k tk−1

k!
Ak =

∞∑
k=1

tk−1

(k − 1)!
Ak = A

∞∑
j=0

tj

j!
Aj = AetA.

因此 x′(t) = d
dt
(etAx0) = AetAx0 = Ax(t)。又 x(0) = e0Ax0 = Ix0 = x0, 初值条件满足。

关键观察: 由命题14.114.1(5), 如果 A = PJP−1 是 A 的若尔当标准型, 则 etA = PetJP−1。
令 y(t) = P−1x(t), 则原方程化为 y′(t) = J y(t)。由于 J 是块对角的, 该系统完全解耦为各
个若尔当块上的独立小系统, 从而可以逐块求解。

(一) 可对角化情形。若 A 可对角化, A = P diag(λ1, . . . , λn)P
−1, 其中 P 的列向量

v1, . . . , vn 为特征向量。则 etA = P diag(eλ1t, . . . , eλnt)P−1, 通解可以显式展开为

x(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2 + · · ·+ cne
λntvn,

其中常数 ci 由初值 P−1x0 = (c1, . . . , cn)
T 唯一确定。每一项 cie

λitvi 称为系统的一个模态
(mode): 沿特征方向 vi 的独立指数演化。

(二) 不可对角化情形。若 A 不可对角化, 若尔当块 Jk(λ) 的矩阵指数 (由命题14.214.2) 使
得解中除了指数项 eλt 外, 还出现 t, t2, . . . , tk−1 的多项式因子。具体地, 大小为 k 的若尔当
块 Jk(λ) 对应的解空间中的 k 个独立解为:

eλte1, eλt(te1 + e2), eλt
(
t2

2!
e1 + te2 + e3

)
, . . .

其中 ei 为标准基。这就是” 重特征值产生多项式乘指数解” 这一经典现象的本质代数原因。

例 14.3 (可对角化方程组). 求解方程组的通解：

x′ = Ax, A =

(
−1 −3
0 −4

)
.

353



第一步：求特征值。 A 是上三角阵, 特征值为对角元 λ1 = −1, λ2 = −4, 互不相同。

第二步：求特征向量。 λ1 = −1: 解 (A+ I)v = 0, 即
(
0 −3
0 −3

)
v = 0, 取 v1 = (1, 0)T。

λ2 = −4: 解 (A+ 4I)v = 0, 即
(
3 −3
0 0

)
v = 0, 取 v2 = (1, 1)T。

第三步：写出通解。由可对角化情形的公式:

x(t) = c1e
−t

(
1

0

)
+ c2e

−4t

(
1

1

)
=

(
c1e
−t + c2e

−4t

c2e
−4t

)
.

两个特征值实部均为负, 故当 t→∞ 时 x(t)→ 0, 系统渐近稳定。

例 14.4 (不可对角化方程组). 求解方程组的通解：

x′ = Ax, A =

(
2 1

0 2

)
.

A 有二重特征值 λ = 2, 但几何重数为 1（A 本身已是若尔当块 J2(2)）。由若尔当块的矩阵
指数公式:

etA = e2t

(
1 t

0 1

)
.

因此通解为

x(t) = e2t

(
1 t

0 1

)(
c1

c2

)
= c1e

2t

(
1

0

)
+ c2e

2t

(
t

1

)
.

注意第二个独立解 e2t(t, 1)T 中出现了多项式因子 t, 这正是不可对角化 (只有一个若尔当
块) 的直接后果。尽管 e2t 趋于无穷 (因为 Re(λ) = 2 > 0), 多项式因子 t 使其增长更快, 系
统不稳定。

例 14.5 (复特征值与旋转). 考虑简谐振子的相空间方程:

x′ = Ax, A =

(
0 −ω
ω 0

)
, ω > 0.

这是一个实的斜对称矩阵, 特征值为 ±ωi (纯虚数)。我们直接利用矩阵指数的级数定义来计
算 etA。
注意 A2 = −ω2I, 从而 A3 = −ω2A, A4 = ω4I, 依此类推, 幂次以周期 4 循环 (类比于

i 的幂次)。按奇偶分类求和:

etA =
∞∑

m=0

(−1)m(ωt)2m

(2m)!︸ ︷︷ ︸
cos(ωt)

·I +
∞∑

m=0

(−1)m(ωt)2m+1

(2m+ 1)!︸ ︷︷ ︸
sin(ωt)

·A
ω
,
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这里我们承认了正弦和余弦函数的幂级数展开 (即 Euler 公式的实部与虚部)。代入 A 的具
体形式:

etA =

(
cos(ωt) − sin(ωt)
sin(ωt) cos(ωt)

)
.

这正是旋转角为 ωt 的旋转矩阵 R(ωt) ∈ SO(2)。因此, 解 x(t) = R(ωt) x0 描述了初始点
x0 绕原点以角速度 ω 做匀速圆周运动。特征值为纯虚数, 既不衰减也不增长, 对应于中心
型 (center) 的稳定行为。
更一般地,对于实矩阵有复特征值 λ = a±bi (b 6= 0)的情形,对应解中会出现 eat cos(bt)

和 eat sin(bt) 的组合, 其中 eat 控制振幅的衰减 (a < 0, 螺旋汇) 或增长 (a > 0, 螺旋源), 而
cos(bt), sin(bt) 控制振荡频率。

下面我们给出一个从物理建模到矩阵求解的完整例子, 展示线性 ODE 理论在物理中的
典型应用方式。

例 14.6 (耦合弹簧系统——正则模式分析). 两个质量均为 m 的物体 m1,m2 排列在一条直
线上,通过三根弹性系数均为 k 的弹簧依次连接在两面固定墙壁之间 (即 “墙 −弹簧 −m1−
弹簧 −m2− 弹簧 − 墙”)。设 x1(t), x2(t) 分别为两个物体偏离各自平衡位置的位移。

第一步：建立方程。对 m1, 左侧弹簧提供回复力 −kx1, 右侧弹簧提供力 −k(x1 − x2)
（当 x1 > x2 时被压缩, 推 m1 向左）。牛顿第二定律给出

mẍ1 = −kx1 − k(x1 − x2) = −2kx1 + kx2.

类似地, 对 m2: mẍ2 = −k(x2 − x1)− kx2 = kx1 − 2kx2。取 ω2
0 = k/m, 写成矩阵形式:(

ẍ1

ẍ2

)
= −ω2

0

(
2 −1
−1 2

)(
x1

x2

)
.

第二步：化为一阶系统。引入 x = (x1, x2, ẋ1, ẋ2)
T , 则 x′ = Ax, 其中

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

−2ω2
0 ω2

0 0 0

ω2
0 −2ω2

0 0 0

 .

第三步：对角化求解。实际上, 更高效的方法是先对角化 “刚度矩阵” K = ω2
0

(
2 −1
−1 2

)
。

其特征值为 ω2
0 和 3ω2

0, 对应的特征向量分别为 u1 =
1√
2
(1, 1)T 和 u2 =

1√
2
(1,−1)T。

引入正则坐标 q1 =
x1+x2√

2
, q2 =

x1−x2√
2

, 系统完全解耦为两个独立的简谐振子:

q̈1 = −ω2
0 q1, q̈2 = −3ω2

0 q2.

因此, q1(t) = A1 cos(ω0t+ φ1), q2(t) = A2 cos(
√
3ω0t+ φ2).

第四步：物理解读。两个正则模式 (normal modes) 具有清晰的物理含义:
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• 低频模式（频率 ω0）: q1 振动而 q2 = 0, 即 x1 = x2, 两个质量同向振动, 中间的弹簧
不被压缩。

• 高频模式（频率
√
3ω0）: q2 振动而 q1 = 0, 即 x1 = −x2, 两个质量反向振动, 中间的

弹簧被额外压缩, 因此等效劲度系数更大, 频率更高。

一般运动是这两个正则模式的线性叠加。这就是谱分析思想的物理原型: 对角化将耦合系统
分解为独立模态, 而特征值决定了各模态的固有频率。同样的方法在分子振动光谱、固体物
理的声子色散关系、以及建筑结构的抗震分析中都有广泛应用。

14.4 高阶标量 ODE 的矩阵降阶法

在物理和工程中，我们更经常遇到的是单个高阶微分方程（如弹簧振子方程 mx′′+cx′+

kx = 0），而非直接以方程组的形式出现。好消息是，任何高阶方程都可以通过引入辅助变
量化为一阶方程组——这使得上面的全部理论立刻适用。
正如在上一小节 (递推数列) 中我们利用友阵 (§8.88.8) 将高次线性递推化作一阶系统，对

于高阶线性齐次常微分方程，若尔当理论同样提供完全平行的统一框架。
考虑 k 阶常系数齐次标量微分方程：

y(k) + ck−1y
(k−1) + ck−2y

(k−2) + · · ·+ c1y
′ + c0y = 0, (17)

其中 c0, c1, . . . , ck−1 为常数，初值条件为 y(0), y′(0), . . . , y(k−1)(0) 给定。
引入状态向量 x(t) =

(
y(t), y′(t), . . . , y(k−1)(t)

)T ∈ Ck。注意到 x(t) 的前 k − 1 个
分量的导数恰好是下一个分量本身 (即 (y(j))′ = y(j+1))，而最后一个分量的导数 y(k) 则由
方程(1717)表示为前面各分量的线性组合。因此方程(1717)等价于一阶向量 ODE 系统 x′(t) =

C x(t)，其中转移矩阵为：

C =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

−c0 −c1 −c2 · · · −ck−1


∈Mk(C).

这恰好是多项式 f(λ) = λk + ck−1λ
k−1 + · · ·+ c1λ+ c0 的友阵 (见定义8.158.15的转置形式)。对

应的特征方程即为 f(λ) = 0。
由命题8.118.11，友阵的极小多项式等于特征多项式，从而每个特征值的几何重数必然为 1。

一旦有重根出现，C 就不可对角化，若尔当标准型中必然出现高阶若尔当块。结合上一小节
矩阵指数在若尔当块上的显式公式，我们可以完整地刻画通解的结构。
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定理 14.2 (高阶常系数齐次线性 ODE 的通解). 设方程(1717)的特征方程 f(λ) = 0 在 C 中
有 s 个不同的根 λ1, . . . , λs，代数重数分别为 m1, . . . ,ms（

∑s
i=1mi = k）。则方程(1717)的通

解空间是一个 k 维 C-线性空间，由如下 k 个线性无关的基函数张成：{
tjeλit

∣∣ 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ j ≤ mi − 1
}
.

因此，通解为

y(t) =
s∑

i=1

Pi(t) e
λit, (18)

其中每个 Pi(t) = αi,0 +αi,1 t+ · · ·+αi,mi−1 t
mi−1 是关于 t 的次数不超过 mi− 1 的多项式，

共含 k 个待定常数，完全由初值条件唯一确定。

证明. 将方程(1717)化为一阶系统 x′ = Cx 后，解为 x(t) = etCx(0)。设 C 的若尔当标准型为
C = PJP−1，其中 J = diag(Jm1

(λ1), . . . , Jms
(λs))（因为友阵每个特征值几何重数为 1，所

以每个 λi 恰好对应一个大小为 mi 的若尔当块）。那么

etC = P diag
(
etJm1 (λ1), . . . , etJms (λs)

)
P−1.

由若尔当块的矩阵指数公式 (命题14.214.2)，etJmi
(λi) 的第 (α, β)元素 (当 β ≥ α)为 tβ−α

(β−α)! e
λit。

因此 etC 的每个元素都是形如 tjeλit（0 ≤ j ≤ mi − 1）的项的线性组合。x(t) 的第一个分
量即 y(t)，它自然也是这些基函数的线性组合。
反过来，直接验证 y(t) = tjeλt（0 ≤ j ≤ m− 1）确实满足方程(1717)(当 λ 是 f 的 m 重

根时)：代入方程后，利用莱布尼兹求导公式 (tjeλt)(n) =
∑j

l=0

(
n
l

)
j!

(j−l)! t
j−lλn−leλt，整理可

证所有项恰好在 (λ− λi)
mi | f(λ) 的条件下消去。

这 k 个函数的线性无关性由 etC 的可逆性保证（或等价地，由不同指数函数和多项式
调制函数的线性无关性，即经典的广义范德蒙行列式非零）。维数等于 k 则由 ODE 理论中
初值问题的解的唯一性给出。

注 14.3. 将定理14.214.2与离散递推数列的定理13.513.5对比，可以清晰地看到” 离散 vs 连续” 的
完美对偶：

离散递推 连续 ODE
xn+1 = Cxn x′(t) = Cx(t)
解: xn = Cnx0 解: x(t) = etCx0

基函数: njλn
i 基函数: tjeλit

稳定性: |λi| < 1 稳定性: Re(λi) < 0

两者共享同一个友阵 C 和同一组特征根，只是 λn 被 eλt 所替换。

例 14.7 (含重根的二阶 ODE). 求解初值问题

y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 1.
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特征方程为 λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2 = 0，有二重根 λ = −1（m = 2）。
方法一（直接用定理14.214.2）：通解为

y(t) = (α0 + α1t) e
−t.

代入初值：y(0) = α0 = 3；y′(t) = (α1−α0−α1t)e
−t，故 y′(0) = α1−α0 = 1，解得 α1 = 4。

y(t) = (3 + 4t) e−t.

方法二（矩阵指数法）：引入 x = (y, y′)T，友阵为

C =

(
0 1

−1 −2

)
.

C 的若尔当标准型为 J2(−1) =

(
−1 1

0 −1

)
，过渡矩阵 P =

(
1 0

−1 1

)
（满足 C = PJ2(−1)P−1）。

于是

etC = P

(
e−t te−t

0 e−t

)
P−1 = e−t

(
1 + t t

−t 1− t

)
.

代入 x(0) = (3, 1)T：(
y(t)

y′(t)

)
= e−t

(
1 + t t

−t 1− t

)(
3

1

)
= e−t

(
3 + 4t

−3t+ 1− t

)
= e−t

(
3 + 4t

1− 4t

)
.

因此 y(t) = (3 + 4t)e−t，与方法一完全一致。注意到 y′(t) = (1− 4t)e−t，亦可直接验证。

14.5 系统的稳定性

求出通解固然重要，但在许多实际问题中，我们更关心的是解的长期行为：一座桥梁在
风中会不会越摆越大直到垮塌？一个控制系统受到外界干扰后能否自动回到设定值？一颗人
造卫星的轨道在微小扰动下会不会偏离？所有这些问题都可以抽象为同一个数学问题：线性
系统 x′ = Ax 的解当 t→∞ 时是否趋于零？
在前面的例题中，我们已经多次非正式地提到” 稳定” 与” 不稳定”：例14.314.3中两个负实

特征值导致解衰减至零（渐近稳定）；例14.414.4中正实特征值导致解发散（不稳定）；例14.514.5中
纯虚特征值导致解在圆轨道上永续运动（稳定但不衰减）。这些现象并非巧合，而是由特征
值的实部这一统一的代数指标所完全决定的。本小节将系统地阐述这一联系。

动机：阻尼谐振子。考虑经典的弹簧-阻尼器系统：质量为 m 的物体连接在弹性系数为
k 的弹簧上，并受到与速度成正比的阻尼力（阻尼系数 c ≥ 0）。牛顿第二定律给出

mx′′ + cx′ + kx = 0, m, k > 0, c ≥ 0.
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引入两个无量纲参数：固有频率 ωn =
√
k/m（无阻尼时系统的振动角频率）和阻尼比

ζ =
c

2
√
mk
（衡量阻尼强度相对于临界值的比例），方程化为标准形式

x′′ + 2ζωn x
′ + ω2

n x = 0. (19)

其特征方程为
λ2 + 2ζωn λ+ ω2

n = 0, λ = −ζωn ± ωn

√
ζ2 − 1.

随着阻尼比 ζ 从零到大于一的变化，特征根在复平面上的位置发生质变，对应着截然不同
的物理行为：

阻尼比 特征根 物理行为 稳定性

ζ = 0 ±ωni（纯虚） 无阻尼自由振动 稳定（非渐近）

0 < ζ < 1 a± bi, a < 0 欠阻尼振荡衰减 渐近稳定

ζ = 1 −ωn（二重根） 临界阻尼 渐近稳定

ζ > 1 两个不等负实根 过阻尼指数衰减 渐近稳定

例 14.8 (阻尼谐振子的四种模式). 取 ωn = 1（即 m = k = 1），初值 x(0) = 1, x′(0) = 0，
分别考虑以下情形。

(i) 无阻尼 (ζ = 0)：特征根 λ = ±i，通解 x(t) = cos t。系统做等幅简谐振动，能量守
恒。

(ii)欠阻尼 (ζ = 0.2)：特征根 λ = −0.2±0.98i（近似），通解含因子 e−0.2t(cos 0.98t+· · · )。
系统做振幅指数衰减的振荡，衰减速率由 |Re(λ)| = 0.2 决定。

(iii) 临界阻尼 (ζ = 1)：二重根 λ = −1，由定理14.214.2，通解 x(t) = (1 + t)e−t。系统以
最快的非振荡方式回到平衡位置——这正是门禁阻尼器、汽车悬挂系统所追求的理想阻尼。

(iv) 过阻尼 (ζ = 2)：特征根 λ1 = −2 +
√
3 ≈ −0.27, λ2 = −2−

√
3 ≈ −3.73，通解为

两个衰减指数的叠加。系统缓慢回到平衡，不振荡，但比临界阻尼更慢。

上述四种情形的共同特点是：所有特征值的实部 ≤ 0。当且仅当所有特征值实部严格小
于零时（即 ζ > 0），系统才渐近稳定，解最终趋于零。当 ζ = 0 时，纯虚特征值仅给出有界
但不衰减的振荡。这促使我们对一般线性系统的稳定性给出精确的定义和完整的刻画。

稳定性的严格定义。考虑一般的线性系统 x′(t) = Ax(t)（A ∈Mn(R) 或 Mn(C)），其平
衡点（又称不动点或奇点）为 x0 = 01212。以下定义中 ‖ · ‖ 表示 Rn（或 Cn）上的任意范数1313。

定义 14.2 (平衡点的稳定性). 设 x′(t) = Ax(t) 是 Rn（或 Cn）上的线性 ODE 系统。
12若方程为 x′ = Ax + b 且 b ̸= 0，平衡点为 −A−1b（当 A 可逆时），平移后化为齐次方程即可。
13在有限维空间上，所有范数都是等价的，因此稳定性的定义不依赖于范数的选取。
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1. 原点称为稳定的（Lyapunov stable），如果对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得只要初值
满足 ‖x(0)‖ < δ，则解对所有 t ≥ 0 满足 ‖x(t)‖ < ε。直观地说，初始点足够靠近原点
的轨道永远不会远离。

2. 原点称为渐近稳定的（asymptotically stable），如果它是稳定的，且进一步地 ‖x(t)‖ → 0

（t→∞）。

3. 原点称为不稳定的（unstable），如果它不是稳定的，即存在某个 ε > 0 使得无论多么
小的初始扰动都有可能导致轨道最终偏离原点距离达到 ε。

注 14.4. 对于线性系统 x′ = Ax，由于解 x(t) = etAx(0) 是关于初值的线性函数，定义中”
局部” 的限制（‖x(0)‖ < δ）实际上是不必要的——如果一个线性系统渐近稳定，则任意初
值的解都趋于零。这一点与非线性系统截然不同（参见后文关于非线性系统的讨论）。

例 14.9 (稳定性判据前的三个低阶模型). 在阅读一般判据前, 先看最小的几个模型.
(1) 一维模型. 若 x′ = λx, 则 x(t) = eλtx(0). 因此 λ < 0 时解趋于 0, λ = 0 时解保持

常数, λ > 0 时除零解外都会指数增长. 这解释了为什么特征值实部的正负是稳定性的核心.
(2) 一个衰减方向和一个不动方向. 若

A =

(
−1 0

0 0

)
,

则

etA =

(
e−t 0

0 1

)
,

(
x1(t)

x2(t)

)
=

(
e−tx1(0)

x2(0)

)
.

轨道不会远离原点, 但一般不会趋于原点. 所以原点稳定, 但不渐近稳定.
(3) 零特征值上的二阶若尔当块. 若

N =

(
0 1

0 0

)
,

则 N2 = 0, 因而

etN = I + tN =

(
1 t

0 1

)
.

此时 (
x1(t)

x2(t)

)
=

(
x1(0) + tx2(0)

x2(0)

)
.

即使初值很小, 只要 x2(0) 6= 0, 第一坐标也会随 t 线性增长. 这说明: 特征值实部等于 0 时,
只有 1× 1 的若尔当块才允许稳定; 更大的若尔当块会带来多项式增长.

以下定理将稳定性问题完全归结为特征值的代数计算。
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定理 14.3 (线性系统稳定性的特征值判据). 设 A ∈Mn(C)，λ1, . . . , λs 为 A 的所有不同特
征值。则线性系统 x′(t) = Ax(t) 的原点：

1. 渐近稳定 ⇐⇒ 所有特征值满足 Re(λi) < 0（1 ≤ i ≤ s）。

2. 稳定（但不渐近稳定） ⇐⇒ 所有特征值满足 Re(λi) ≤ 0，至少有一个特征值满足
Re(λi) = 0，且每个 Re(λi) = 0 的特征值对应的若尔当块全部为 1× 1 的（即该特征
值的几何重数等于代数重数）。

3. 不稳定 ⇐⇒ 存在某个特征值 Re(λi) > 0；或者存在某个 Re(λi) = 0 的特征值对应的
若尔当块大小 ≥ 2。

证明. 关键在于利用若尔当标准型将问题分解为逐块分析。设 A = PJP−1，其中 J =

diag(Jk1
(λ1), . . . , Jkr

(λr))。由于 etA = P etJ P−1，而 etJ 是块对角的，每一块为

etJk(λ) = eRe(λ) t ·


ei Im(λ) t t ei Im(λ) t · · · tk−1

(k−1)! e
i Im(λ) t

0 ei Im(λ) t · · · tk−2

(k−2)! e
i Im(λ) t

... . . . ...
0 0 · · · ei Im(λ) t

 ,

因此每个矩阵元素的模为 |[etJk(λ)]αβ| = tβ−α

(β−α)! e
Re(λ) t（当 β ≥ α）。

(1) 若 Re(λ) < 0，则对每个多项式次数 j，有 tjeRe(λ) t → 0（t → ∞），因为指数衰
减总是压制多项式增长。因此 etJk(λ) → 0。若所有块都如此，则 etA → 0，从而对任意初值
x(t) = etAx(0)→ 0，即渐近稳定。
反之，若存在某个 Re(λi) ≥ 0，取初值沿该若尔当块对应的（广义）特征向量方向，则

解中含有 eRe(λi) t 因子（可能乘以多项式），不趋于零。
(2) 若 Re(λ) = 0 且若尔当块为 1× 1，则该块的贡献为 ei Im(λ) t，模恒为 1（纯旋转），

解有界但不衰减。若所有 Re(λ) ≤ 0 的块都满足此条件，再加上 Re(λ) < 0 的块趋于零，则
整个 etA 有界，系统稳定。若确实存在实部为 0 的特征值，则这部分解一般不会趋于 0，所
以系统不是渐近稳定。
反之，若某个 Re(λ) = 0的特征值对应大小 k ≥ 2的若尔当块，则该块中出现 tjei Im(λ) t

（j ≥ 1）项，其模为 tj，随 t→∞ 无界增长，系统不稳定。

注 14.5. 在工程控制论中，满足 Re(λ) < 0 的特征值称为稳定极点，而那些 Re(λ) ≥ 0 的
称为不稳定极点。定理告诉我们：一个线性系统渐近稳定当且仅当其所有极点都位于复平面
的开左半平面。这正是经典控制理论中 Routh-Hurwitz 判据和 Nyquist 稳定性判据所检
验的条件。

二维线性系统的典型相图。定理14.314.3给出了任意维数下的稳定性判据。当 n = 2 时，特
征值的可能类型十分有限，我们可以先列出二维线性系统 x′ = Ax（A ∈M2(R)）最常见的

361



几类相图。所谓相图（phase portrait），是指在 (x1, x2) 平面上绘出的解曲线（轨线）族以
及流向箭头。不同的特征值类型对应着拓扑上截然不同的相图结构。
为方便讨论，设 A 的特征多项式为 λ2 − τλ+ δ，其中 τ = tr(A), δ = det(A)，判别式

∆ = τ 2 − 4δ。特征根为 λ = τ±
√
∆

2
。

1. 稳定结点（stable node）：∆ > 0, λ1 < λ2 < 0（两个不等负实根）。所有轨线沿特征方
向 v1, v2 趋于原点，远离原点时沿衰减较慢的 v2 方向靠拢（因 |λ2| < |λ1|），原点渐
近稳定。

2. 不稳定结点（unstable node）：∆ > 0, 0 < λ1 < λ2（两个不等正实根）。将稳定结点的
时间反向即得——所有轨线从原点发散。

3. 鞍点（saddle point）：∆ > 0, λ1 < 0 < λ2（一正一负实根）。轨线沿 v1 方向趋于原点，
沿 v2 方向远离，一般轨线呈双曲线形状。原点不稳定。

4. 螺旋汇（stable spiral/focus）：∆ < 0, Re(λ) < 0（共轭复根，负实部）。轨线螺旋地趋
向原点，旋转方向由 A 的反对称部分决定。原点渐近稳定。

5. 中心（center）：∆ < 0, Re(λ) = 0（纯虚共轭根）。轨线为围绕原点的封闭椭圆（或被
A 变形的椭圆）。原点稳定但不渐近稳定。

6. 退化结点（degenerate/improper node）：∆ = 0, λ1 = λ2 < 0（负二重根），且若尔当
块为 J2(λ)（即 A 不可对角化）。轨线沿唯一的特征方向切入原点，呈” 偏向一侧的结
点” 形态。原点渐近稳定。

图2121展示了这六种典型相图，我们用具体的矩阵绘制解曲线。
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x1

x2

(a) 稳定结点

x1

x2

(b) 不稳定结点

x1

x2

(c) 鞍点

x1

x2

(d) 螺旋汇

x1

x2

(e) 中心

x1

x2

(f) 退化结点

图 21: 二维线性系统 x′ = Ax 的六种典型相图。箭头指示 t 增大的方向（流向）。

注 14.6. 图2121只展示六种最常见的典型相图。完整分类还要包括若干反向或边界情形: 当
∆ < 0 且 Re(λ) > 0 时得到螺旋源; 当 ∆ = 0 且二重特征值为正并且不可对角化时得到不
稳定退化结点; 当 ∆ = 0 且 A = λI 时所有方向都是特征方向，轨线为通过原点的径向射
线，称为星形结点（λ < 0 稳定，λ > 0 不稳定）; 当 δ = det(A) = 0 时，A 有零特征值，
原点通常不再是孤立平衡点，可能出现一条或整个平面的不动点。

上述相图的几何结构可以通过以下方式理解。设 A 可对角化（或化为若尔当标准型），
令 P 为过渡矩阵，y = P−1x，则在 y-坐标下系统变为 y′ = Jy，其解的几何意义是” 标准
的”（对角情形为沿坐标轴的独立指数运动，旋转情形为等速圆周运动）。变换 x = Py 是一
个线性变换，它将标准相图做了一个线性变形（椭圆代替圆、斜方向代替坐标轴方向），但
拓扑结构（稳定/不稳定、旋转方向等）保持不变。

非线性系统的线性化。以上讨论限于常系数线性系统 x′ = Ax。然而，自然界中绝大多
数微分方程是非线性的。考虑一般的自治系统

x′(t) = f(x(t)), (20)

其中 f : U → Rn 是定义在开集 U ⊆ Rn 上的光滑（至少 C1）向量场。向量 x0 ∈ U 称为系
统的平衡点（或奇点），如果 f(x0) = 0。

363



对于非线性系统，我们无法写出像 etAx0 这样的全局解析解。但是，线性代数为我们提
供了一个强有力的局部分析工具：在平衡点附近做泰勒展开。
设 x0 是方程(2020)的平衡点。令 y = x− x0 为偏离平衡点的小扰动，则

y′ = f(x0 + y) = f(x0)︸︷︷︸
= 0

+Df(x0) y +O(‖y‖2),

其中

Df(x0) =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)
1≤i,j≤n

∈Mn(R)

是 f 在 x0 处的 Jacobian 矩阵（即全微分/导数矩阵）。当 y 很小时，高阶项 O(‖y‖2) 可以
忽略，于是在 x0 附近，非线性系统近似为线性化系统

y′ = Df(x0) y. (21)

这正是我们已经完整分析过的常系数线性 ODE！由此，Jacobian 矩阵 Df(x0) 的特征值就
成为了判断非线性系统在平衡点附近行为的关键。
一个自然的问题是：线性化系统(2121)的定性行为能否忠实地反映原非线性系统(2020)在 x0

附近的行为？以下定理给出了肯定的回答（在一定条件下）。

定理 14.4 (Hartman–Grobman定理（非正式表述）). 设 x0是方程(2020)的平衡点，且 Jacobian
矩阵 Df(x0)的所有特征值实部均非零（即 Re(λi) 6= 0, ∀i）。则称 x0 为双曲平衡点（hyperbolic
equilibrium）。此时，在 x0 的某个邻域内，非线性系统(2020)的相图与其线性化系统(2121)的相
图是拓扑等价的——即存在一个保持轨线方向的同胚映射将前者的轨线映为后者的轨线。

注 14.7. Hartman–Grobman 定理的严格证明超出了本课程的范围（需要用到 Banach 不动
点定理和微分方程的稳定流形理论），我们在此仅承认其结论。该定理的核心意义在于：对
于双曲平衡点，Jacobian 矩阵的线性化信息足以判断非线性系统在该平衡点附近的拓扑类
型；在二维情形中，只需计算 Jacobian 矩阵的特征值，然后按照图2121及上述补充情形读出
局部相图。
但需要特别警惕的是：当 Df(x0) 存在纯虚特征值（即 Re(λ) = 0）时，平衡点不是双

曲的，Hartman–Grobman 定理不适用。此时线性化系统给出” 中心” 的判定，但非线性项
可能将其变为螺旋汇（渐近稳定）或螺旋源（不稳定）。要确定这种情形下的稳定性，需要
更精细的工具，如 Lyapunov 函数法或中心流形理论。

总结而言，对于非线性系统的每个平衡点，分析步骤为：

1. 求出所有平衡点 x0（解方程 f(x0) = 0）。

2. 计算 Jacobian 矩阵 Df(x0)。

3. 求 Df(x0) 的特征值。
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4. 若所有特征值实部非零（双曲情形），则由 Hartman–Grobman 定理，直接按线性系统
的分类判断局部相图和稳定性。

5. 若存在纯虚特征值，则需要额外分析。

下面我们用一个经典的物理例子来演示上述分析流程。

例 14.10 (无阻尼单摆). 考虑无阻尼的理想单摆：一根长度为 ` 的不可伸长轻杆，一端固
定，另一端悬挂质量为 m 的质点，在重力场 g 中自由摆动。设 θ 为摆角（以竖直向下为
零），则运动方程为

θ′′ = −g
`

sin θ.

归一化取 g/` = 1，并引入状态变量 x1 = θ（角位移）、x2 = θ′（角速度），写成一阶系统：x′1 = x2,

x′2 = − sinx1.

即 f(x1, x2) = (x2, − sinx1)T。
第一步：求平衡点。解 f(x1, x2) = 0，即 x2 = 0, sinx1 = 0，得

x0 = (nπ, 0), n ∈ Z.

其中偶数 n 对应摆锤在最低点（θ = 0,±2π, . . .，即自然悬垂位置），奇数 n 对应摆锤在最
高点（θ = ±π,±3π, . . .，即倒立位置）。按周期性，本质上只需分析两类平衡点：(0, 0) 和
(π, 0)。
第二步：计算 Jacobian 矩阵。

Df(x1, x2) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

 =

(
0 1

− cosx1 0

)
.

第三步：在每个平衡点处求特征值。
平衡点 (0, 0)（最低点）：

Df(0, 0) =
(

0 1

−1 0

)
, 特征值λ = ±i.

这正是例14.514.5中的简谐振子矩阵！特征值为纯虚数，线性化系统给出” 中心” 的判定。但请
注意：由于 Re(λ) = 0，平衡点不是双曲的，Hartman–Grobman 定理不直接适用。不过，对
于无阻尼单摆，可以通过守恒量（能量函数）

E(θ, θ̇) =
1

2
θ̇2 − cos θ
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证明 (0, 0) 确实是中心型的——附近的轨道是围绕原点的闭合曲线（对应于小幅摆动），这
与线性化的预测一致。物理上，这就是我们熟知的钟摆做小角度近似下的简谐运动。
平衡点 (π, 0)（倒立位置）：

Df(π, 0) =
(
0 1

1 0

)
, 特征值λ = ±1.

一正一负实特征值：这是一个鞍点，且是双曲的（Re(λ) 6= 0）。由 Hartman–Grobman 定理，
非线性系统在 (π, 0) 附近的相图拓扑上等价于线性鞍点（图2121(c)）。物理上，倒立摆是不稳
定的——任何微小的扰动都会导致摆锤偏离倒立位置。
第四步：绘制全局相图。图2222展示了单摆在 (θ, θ̇) 平面上的相图。中心 (0, 0) 被闭合轨

道（振动解）包围；鞍点 (±π, 0) 之间由分离线（separatrix，对应能量 E = 1 的特殊轨道）
相连。分离线以外的轨道对应摆锤做旋转运动（越过最高点，不断转圈）。

θ

θ̇

π−π 中心

鞍点鞍点

图 22: 无阻尼单摆的相图（示意）。蓝色闭合轨道对应振动解（E < 1），红色粗线为分离线
（E = 1，异宿轨道），绿色轨道对应旋转解（E > 1）。原点 (0, 0) 为中心，(±π, 0) 为鞍点。

注 14.8. 单摆例子完美地展示了线性代数在非线性动力系统分析中的威力：仅凭 Jacobian
矩阵这一个 2× 2 矩阵的特征值，就能判定两类平衡点的定性行为——中心（小振动）与鞍
点（倒立不稳定）。这一思想在更高维的系统中同样适用：无论系统多么复杂，平衡点附近
的行为总是由 Jacobian 矩阵的若尔当标准型所主宰。

14.6 习题

14.6.1 练习题

习题 14.1 (矩阵指数与旋转). 设

A =

(
0 −1
1 0

)
.
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1. 计算 A2, A3, A4.

2. 利用幂级数证明

etA =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
.

3. 求微分方程 x′(t) = Ax(t), x(0) = (1, 0)T 的解, 并画出轨迹.

习题 14.2 (矩阵指数的直接计算). 计算下列矩阵的矩阵指数 eA：

1. A =

(
0 0

0 0

)
；

2. A =

(
3 0

0 −1

)
；

3. A =

(
0 1

0 0

)
；

4. A =

(
1 1

0 1

)
.

习题 14.3 (矩阵指数的基本性质). 证明命题14.114.1中的以下两条：

1. 若 AB = BA，则 eA+B = eAeB。

（提示：展开两边的级数，利用 AB = BA使得二项式定理 (A+B)k =
∑k

j=0

(
k
j

)
AjBk−j

成立。）

2. det(eA) = etr(A)。

（提示：先对上三角矩阵证明，再利用相似不变性推广到一般情形。）

习题 14.4 (不可交换的反例). 设 A =

(
0 1

0 0

)
，B =

(
0 0

1 0

)
。验证 AB 6= BA，并直接计

算 eA+B、eAeB、eBeA，说明三者互不相等。

习题 14.5 (矩阵指数与一阶方程组). 求解下列初值问题的通解（或满足给定初值的特解）：

1. x′ =
(
1 0

0 −2

)
x，x(0) = (1, 3)T；

2. x′ =
(
3 1

0 3

)
x；

3. x′ =
(
0 −1
1 0

)
x，x(0) = (2, 0)T；
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4. x′ =
(
1 −1
1 1

)
x.

习题 14.6 (3× 3 系统). 求解方程组

x′ =


2 1 0

0 2 1

0 0 2

 x

的通解，并验证你的答案。

习题 14.7 (高阶标量 ODE). 求解下列微分方程的通解：

1. y′′ − 5y′ + 6y = 0；

2. y′′ + 4y′ + 4y = 0，y(0) = 1，y′(0) = 0；

3. y′′′ − y = 0；

4. y(4) + 2y′′ + y = 0.

习题 14.8 (稳定性判断). 对下列矩阵 A，判断线性系统 x′ = Ax 的原点是渐近稳定、稳定
（但不渐近稳定）还是不稳定：

1. A =

(
−1 2

0 −3

)
；

2. A =

(
0 1

−1 0

)
；

3. A =

(
0 1

−1 −1

)
；

4. A =


−1 0 0

0 0 −1
0 1 0

；

5. A =

(
0 1

0 0

)
.

习题 14.9 (非线性系统的线性化). 考虑非线性系统x′ = y,

y′ = x− x3.
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1. 求出所有平衡点。

2. 计算每个平衡点处的 Jacobian 矩阵及其特征值。

3. 判断哪些平衡点是双曲的，并利用 Hartman–Grobman 定理确定其局部相图类型（结
点、鞍点、螺旋等）。

4. 对于非双曲的平衡点（如果有的话），说明为何 Hartman–Grobman 定理不适用。

习题 14.10 (矩阵指数的性质). 设 A ∈Mn(C)。证明：

1. 映射 t 7→ etA 满足 e(s+t)A = esAetA（即它是一个单参数群）。

2. 若 A 是实的斜对称矩阵（AT = −A），则 etA 对所有 t 都是正交矩阵。

3. 若 A 是实的对称矩阵（AT = A），则 etA 对所有 t 都是正定对称矩阵。

习题 14.11. 设

D =

(
1 0

0 3

)
.

写出 etD。

习题 14.12. 设

N =

(
0 1

0 0

)
.

利用 N2 = 0 计算 etN。

习题 14.13. 解微分方程组

d

dt

(
x

y

)
=

(
2 0

0 −1

)(
x

y

)
,

(
x(0)

y(0)

)
=

(
1

3

)
.

习题 14.14. 设

A =

(
0 1

−1 0

)
.

计算 A2，并根据旋转的几何意义猜测 etA 的形式。

习题 14.15. 若 A = PDP−1，其中 D = diag(λ1, λ2)。说明为什么

etA = PetDP−1.
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14.6.2 思考题

习题 14.16 (Lotka-Volterra 捕食-被捕食模型). 考虑捕食者-被捕食者的 Lotka-Volterra 方
程: x′ = αx− βxy,

y′ = δxy − γy,

其中 x(t) 为猎物种群数量, y(t) 为捕食者种群数量, α, β, γ, δ > 0 为正常数。

1. 求出两个平衡点 (0, 0) 和 (γ/δ, α/β)。

2. 在每个平衡点处计算 Jacobian 矩阵和特征值, 判断局部稳定性类型。

3. 对于非双曲的平衡点, 说明为何需要额外分析（提示: 可以构造守恒量 H(x, y) = δx−
γ lnx+ βy − α ln y，验证 d

dt
H(x(t), y(t)) = 0）。

习题 14.17 (矩阵指数的基本性质). 对方阵 A ∈Mn(C)，定义

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
.

1. 设

J =

(
0 1

−1 0

)
.

计算 eθJ。

2. 若

J =

(
0n In

−In 0n

)
且 AJ = −JAT，判定是否一定有 eAJeA

T

= J。反之是否成立？

3. 证明 det(eA) = etr(A)。

4. 若 A 是实反对称矩阵，证明 eA 是正交矩阵。

习题 14.18 (多项式空间上的微分与差分算子). 设 V = Rn[x] 是所有次数不超过 n 的实系
数多项式构成的向量空间。在 V 上定义微分算子

(Df)(x) = f ′(x)

和向后差分算子
(∆f)(x) = f(x)− f(x− 1).

证明：
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1.
I −∆ =

n∑
k=0

(−D)k

k!
.

2.
f ′(x) =

n∑
k=1

1

k
∆kf(x).

3. 是否存在 V 上的可逆 R-线性变换 P，使得 P∆P−1 = D？

习题 14.19 (Liouville 公式). 设矩阵值函数 X(t) 满足常微分方程系统

X ′(t) = A(t)X(t),

且在 t = t0 时的初值为非奇异矩阵 X(t0)，其中 A(t) 为连续矩阵值函数。证明：对于任意
t，有

detX(t) = detX(t0) exp
(ˆ t

t0

tr(A(s)) ds
)
.
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15 挑战选读: 有理标准型

选学背景

有理标准型是在任意域上替代若尔当标准型的分类工具,需要多项式环、不可约分解、
商空间和循环子空间等背景. 它不作为高中友好主线内容, 更适合作为大学代数方向
的挑战阅读.

若尔当标准型 (定理13.313.3) 要求底域为代数闭域, 使得特征多项式可以完全分裂为一次
因式的乘积. 当底域 F 不是代数闭域时 (例如 F = R 或 F = Q), 特征多项式可能含有不
可约因式 p(λ), 其中 deg p ≥ 2, 此时若尔当标准型不再可用. 本节的目标是建立有理标准
型(rational canonical form), 它对任意域 F 上的线性变换都成立, 给出了相似类的完全分类.
最简单也最有说服力的例子是平面上的 90◦ 旋转矩阵

R =

(
0 −1
1 0

)
.

它在 R 上没有特征值, 因而谈不上实数域上的若尔当标准型. 但它的特征多项式和极小多项
式都是 x2 + 1, 仍可被有理标准型精确刻画. 这说明有理标准型并不是额外包装, 而是在底
域不够大时真正接管分类任务的对象.
从历史上看, Frobenius 将矩阵分类问题推进到了一个不依赖代数闭包的层面, 使不变

因子和有理标准型成为更稳健的答案. 从应用角度看, 友阵和伴随矩阵在控制论、状态空间
实现以及线性递推数列中都会自然出现, 因而本章也成为前面多项式理论、特征值理论与标
准型理论的汇合点.
整体思路和若尔当标准型的推导完全平行, 分为三步:

1. 准素分解: 广义特征子空间分解 (定理13.113.1) 的证明仅使用了互素多项式的核分解 (推
论7.17.1), 不需要特征多项式完全分裂. 因此在任意域上, 将 χT 按不可约因式分解后, 仍
可将 V 分解为若干 T -不变子空间的直和, 每个子空间上 T 的特征多项式是某不可约
多项式的幂.

2. p(T )-拟幂零变换的结构: 在每个准素分量上, 不可约多项式 p(λ) 扮演了若尔当标准型
中 (λ − λ0) 的角色. 通过分析 ker p(T ) ⊂ ker p(T )2 ⊂ · · · 的核空间链, 并利用商空间
上 F[λ]/(p(λ)) 的结构, 可以进行类似幂零若尔当标准型的构造.

3. 组合: 将各准素分量上的标准型组合, 得到有理标准型.
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15.1 准素分解

回顾若尔当标准型的推导过程. 第一步是广义特征子空间分解 (定理13.113.1): 假设 χT 在
F 上完全分裂为 χT (λ) = (λ− λ1)

n1 · · · (λ− λs)
ns , 则

V = ker(T − λ1 I)n1 ⊕ · · · ⊕ ker(T − λs I)ns .

其证明的关键是: 由 Cayley-Hamilton 定理 (定理8.48.4) 得 χT (T ) = 0, 再利用多项式 (λ −
λ1)

n1 , . . . , (λ − λs)
ns 两两互素, 由推论7.17.1得到核的直和分解. 注意, 这一论证仅依赖于 χT

能分解为两两互素的因式之积, 完全不需要这些因式是一次多项式.
现在设 F 为任意域, T : V → V 为 F-线性变换. 将特征多项式在 F[λ] 中做不可约分解:

χT (λ) = p1(λ)
m1 · · · ps(λ)ms ,

其中 p1, . . . , ps ∈ F[λ] 为两两不相伴的首一不可约多项式, m1, . . . ,ms ≥ 1(唯一分解定
理7.47.4). 由于不可约多项式两两不相伴, 有 gcd(pmi

i , p
mj

j ) = 1(对 i 6= j), 即因式 pm1
1 , . . . , pms

s

两两互素.

定理 15.1 (准素分解). 设 V 是有限维 F-线性空间, T : V → V 是 F-线性变换, 特征多项式
分解为

χT (λ) = p1(λ)
m1 · · · ps(λ)ms ,

其中 p1, . . . , ps 为两两不相伴的首一不可约多项式. 定义准素分量(primary component):

V [pi] := ker pi(T )mi .

则:

1. 每个 V [pi] 都是 T -不变子空间;

2. V = V [p1]⊕ · · · ⊕ V [ps];

3. T |V [pi] 的特征多项式为 pi(λ)
mi , 从而 dimV [pi] = mi deg pi.

证明. 由 Cayley-Hamilton 定理, χT (T ) = 0. 因式 pm1
1 , . . . , pms

s 两两互素, 反复应用核分解
(推论7.17.1) 得到 (1) 和 (2): V =

⊕s
i=1 V [pi], 且每个 V [pi] 是 T -不变子空间.

对于 (3), 记 fi 为 Ti = T |V [pi] 的特征多项式, 则

χT = f1 · · · fs.

由于 pi(Ti)
mi = 0, 暂时把底域扩大到代数闭包来看特征值: 若 α 是 Ti 的特征值, 则

pi(α)
mi = 0, 因而 pi(α) = 0. 所以 fi 的所有根都来自 pi 的根, 回到 F[λ] 中就说明 fi 的不

可约因子只能是 pi. 于是可写 fi = pbii , 其中 bi ≥ 0. 再比较 χT = f1 · · · fs = pm1
1 · · · pms

s 两
边 pi 的幂次, 由唯一分解定理立即得到 bi = mi. 因此 fi = pmi

i , 从而 dimV [pi] = deg fi =
mi deg pi.
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注 15.1. 准素分解是广义特征子空间分解的推广. 当 F 为代数闭域 (例如 F = C) 时, 每
个不可约多项式都是一次的, 即 pi(λ) = λ − λi, 从而 V [pi] = ker(T − λi I)mi = V [λi], 定
理15.115.1退化为定理13.113.1.

例 15.1. 设 A =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −4
0 0 1 0

 ∈M4(R), 特征多项式为

χA(λ) = (λ2 + 1)(λ2 + 4).

在 R 上, p1(λ) = λ2 + 1 和 p2(λ) = λ2 + 4 均不可约, 且互素. 令 T 为 A 对应的线性变换,
则

R4 = ker(T 2 + I)⊕ ker(T 2 + 4 I).

直接计算可得 V [p1] = span{e1, e2}, V [p2] = span{e3, e4}.

例 15.2. 设 F = Q, T : Q6 → Q6 的特征多项式为

χT (λ) = (λ2 + 1)2(λ− 1)2.

在 Q 上, λ2 + 1 不可约, λ− 1 不可约. 准素分解给出

Q6 = ker((T 2 + I)2)⊕ ker((T − I)2).

其中 dimV [λ2 + 1] = 2 · 2 = 4, dimV [λ− 1] = 2 · 1 = 2.

准素分解将相似问题约化到每个准素分量上. 正如若尔当标准型的情形 (参见定理13.113.1之
后的注记), T 和 S 相似当且仅当在适当重排准素分量后, 对应的 T |V [pi] 和 S|W [pi] 分别相
似. 因此, 下一步我们只需研究特征多项式为不可约多项式之幂 p(λ)m 的情形.

15.2 p(T )-拟幂零变换的结构

现在我们假设 V 上的线性变换 T 满足特征多项式为 χT (λ) = p(λ)m, 其中 p(λ) ∈ F[λ]
是首一不可约多项式, 且 d = deg p ≥ 1. 此时 dimV = md. 我们的目标是找到 V 的直和
分解以及相应的一组基, 使得 T 在这组基下的矩阵具有最简分块形式, 且每个分块是某个
p(λ)k 的友阵.
这完全平行于幂零变换 (即 p(λ) = λ) 的若尔当标准型的推导. 令极小多项式为 p(λ)ℓ

(1 ≤ ` ≤ m), 并记 P = p(T ). 由于 P ℓ = 0 而 P ℓ−1 6= 0, 可以将 T 视作一种广义的幂零变
换, 称作 p(T )-拟幂零变换.

像引理13.113.1那样, 我们考虑下列从大到小的核子空间链:

V0 = kerP ℓ = V, V1 = kerP ℓ−1, . . . , Vi = kerP ℓ−i, . . . , Vℓ = kerP 0 = {0}.
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在这个递减链中,商空间 Vi/Vi+1 具有比原来更丰富的代数结构. 注意到 T 与 P = p(T )

可交换, 这意味着每个 kerP j 都是 T -不变子空间. 在商空间 Vi/Vi+1 上, P = p(T ) 的作用
为零 (因为 P (kerP ℓ−i) ⊂ kerP ℓ−i−1).
考虑多项式环 F[λ], 映射 f(λ) 7→ f(T ) 给出了多项式在 Vi/Vi+1 上的作用. 由于 p(λ)

的作用为零, 这个作用只依赖于 f(λ) 模 p(λ) 的余式. 因为 p(λ) 不可约, K := F[λ]/(p(λ))
是一个域 (它是 F 的 d 次扩域; 关于这一构造的详细讨论, 参见注记6.76.7). 由此, 每一个商空
间 Vi/Vi+1 都可以看作是域 K 上的线性空间, 从而它作为 F-向量空间的维数必定是 d 的倍
数.
此外, 变换 P 诱导了映射 P̃ : Vi/Vi+1 → Vi+1/Vi+2, 定义为 P̃ (v) = Pv. 与引理13.113.1的

(4) 完全同样地可以验证, P̃ 是单射. 由于 P 与 T 交换, P̃ 不改变多项式的作用, 因而 P̃ 是
K-线性的.
这允许我们完全照搬关于幂零变换的 Young 图构造 (参见 §13.213.2), 只需要将所有的基底

选取从域 F 替换为域 K. 直觉上, 将 P 视为 “K-线性空间上的幂零变换”, 对其实施幂零标
准型的构造, 就能获得若干条 P -链. 每一条 P -链上的一个 K-基向量, 通过 T 的作用展开为
d 个 F-基向量. 这样, P 的幂零分解所生成的全部 F-向量将构成 V 的一组 F-基, 从而给出
所需的直和分解.

定理 15.2 (不可约多项式次幂的标准型). 设 V 是维数为 md 的 F-线性空间, T : V → V 的
特征多项式为 p(λ)m, 其中 p(λ) ∈ F[λ] 为首一不可约多项式, 且 deg p = d. 则存在 V 的直
和分解

V =W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws,

其中每个Wi是 T -循环子空间. 特别地,存在 ui ∈Wi使得Wi = span{ui, Tui, . . . , T kid−1ui}.
在这个基下, 各个 T |Wi

的矩阵为友阵 C(pki), 且正整数序列满足 k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ ks ≥ 1,
以及

∑s
i=1 ki = m. 两个具有相同特征多项式 p(λ)m 的线性变换相似, 当且仅当它们的块尺

寸序列 (k1, . . . , ks) 相同.

证明. 存在性. 令 P = p(T ), 设 T 的极小多项式为 p(λ)ℓ (1 ≤ ` ≤ m). 则 P ℓ = 0 且
P ℓ−1 6= 0. 考虑核空间的递减链

V = kerP ℓ ⊃ kerP ℓ−1 ⊃ · · · ⊃ kerP 0 = {0}.

记 Vi = kerP ℓ−i, 则 V0 = V , Vℓ = {0}. 如前所述, P 诱导 K-线性单射 P̃ : Vi/Vi+1 ↪→
Vi+1/Vi+2, 且每个 Vi/Vi+1 是域 K 上的线性空间.
我们首先说明 K-基与 F-基的对应关系. 取 Vi/Vi+1 的一组 K-基 w1, . . . , wr, 记 T 为

T 在商空间 Vi/Vi+1 上诱导的算子. 由于 K = F[λ]/(p(λ)) 作为 F-线性空间的一组基为
{1, λ, . . . , λd−1}, 而 λ 的乘法作用正对应 T , 所以

w1, T w1, . . . , T
d−1

w1, . . . , wr, T wr, . . . , T
d−1

wr
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构成 Vi/Vi+1 的一组 F-基. 特别地, dimF(Vi/Vi+1) = d · dimK(Vi/Vi+1).
现在, 由于 P 是 V 上的幂零变换 (P ℓ = 0), 而每个 Vi/Vi+1 都是 K-线性空间, 且 P̃ 是

K-线性单射, 引理13.113.1的全部结论在各个商空间上可以按 K-线性版本使用. 需要注意的是,
整个 V 本身仍只是 F-线性空间; 因而从商空间选出 K-线性无关向量后, 回到 V 时要先按
上段方法展开成 F-向量, 再利用引理13.113.1(5) 得到 F-线性无关性.
于是, 我们可以在 K-线性空间的框架下, 完全照搬 §13.213.2中幂零变换若尔当标准型的

Young 图构造:

1. 取 V0/V1 的一组 K-基 u1, . . . , us0 , 其原像 uj 生成长度为 ` 的 P -链;

2. 在 V1/V2 中将 P̃ (u1), . . . , P̃ (us0) 扩充为 K-基, 新增向量生成长度为 `− 1 的 P -链;

3. 以此类推, 直至所有 Vi/Vi+1 的 K-基选取完毕.

这一构造产生了若干条 P -链. 设一条 P -链的长度为 k, 起始向量为 u, 则 P -链上的向量为

u, Pu, P 2u, . . . , P k−1u.

关键一步是将取法中的在 Vi/Vi+1 中的 K-线性无关性转化为 F-线性无关性. 将每条
P -链上的每个向量 P ju 展开为 d 个 F-向量: P ju, TP ju, . . . , T d−1P ju. 这样, 一条长度为 k

的 P -链生成如下 kd 个 F-向量:

u, Tu, . . . , T d−1u,

Pu, TPu, . . . , T d−1Pu,
...

... . . . ...
P k−1u, TP k−1u, . . . , T d−1P k−1u.

由上面的 K-基与 F-基的对应关系, 这些向量在各商空间 Vi/Vi+1 中恰好给出 P -链中 K-
基向量展开而成的 F-基向量. 因此, 将所有 P -链展开后得到的全部 F-向量, 恰好满足引
理13.113.1(5) 的条件 (在 F 上): 它们在每一层 Vi/Vi+1 中分别 F-线性无关, 从而在 V 中 F-线
性无关. 合计共有 md = dimV 个, 因此构成 V 的一组 F-基.

最后, 我们证明每条 P -链生成的 F-子空间就是相应的 T -循环子空间. 由于 P = p(T )

是 T 的 d 次首一多项式, 上述 kd 个 F-向量 {T aP bu : 0 ≤ a ≤ d − 1, 0 ≤ b ≤ k −
1} 中每个元素 T aP bu = T ap(T )bu 都是 T 在 u 上的多项式作用, 即属于 T -循环子空间
spanF{u, Tu, . . . , T kd−1u}. 反之, 由 P = p(T ) = T d + ( 低次项 ), 通过对 T du = Pu− ( 低
次项 ) 的递推, 可以将 Tnu (n ≥ d) 表示为 {T aP bu} 的 F-线性组合. 因此

W := spanF{u, Tu, . . . , T kd−1u} = spanF{T aP bu : 0 ≤ a ≤ d− 1, 0 ≤ b ≤ k − 1},

且 dimW = kd. 由 p(T )ku = P ku = 0 且 P k−1u 6= 0, T |W 的极小多项式为 p(λ)k, 而
dimW = kd = deg pk 等于特征多项式的次数, 故极小多项式等于特征多项式. 由定理8.68.6,
T |W 在循环基 (u, Tu, . . . , T kd−1u) 下的矩阵为友阵 C(pk).
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将所有 P -链生成的 T -循环子空间合并, 由上面的 F-线性无关性知它们的和是直和, 且
合计维数为

∑
kid = md = dimV . 因此 V = W1 ⊕ · · · ⊕ Ws, 其中 k1 ≥ · · · ≥ ks ≥ 1,∑

ki = m.
唯一性. 块尺寸序列 (k1, . . . , ks) 由如下相似不变量唯一决定: 对每个 j ≥ 1, 核维数

dim ker p(T )j 不依赖于基的选取. 而

dim ker p(T )j = d
s∑

i=1

min(j, ki) = d
∑
ki≤j

ki + jd ·#{i : ki > j}

的差分 dim ker p(T )j − dim ker p(T )j−1 = d ·#{i : ki ≥ j} 恰好给出序列 (k1, . . . , ks) 的共
轭分拆 (类比幂零情形 Young 图的列长度), 从而唯一确定 (k1, . . . , ks).

定义 15.1 (初等因子). 在定理15.215.2的记号下, 集合 {p(λ)k1 , . . . , p(λ)ks}(计入重复) 称为该
准素分量的初等因子 (elementary divisors).

15.3 有理标准型定理

现在我们将前两步的结果合并, 得到一般域上线性变换的完全分类及其有理标准型.

定理 15.3 (有理标准型定理——初等因子形式). 设 V 是有限维 F-线性空间, T : V → V 是
线性变换. 设 T 的特征多项式在 F[λ] 中具有不可约分解:

χT (λ) = p1(λ)
m1 · · · ps(λ)ms .

则存在 V 的一组基, 使得 T 在这一基下的矩阵呈分块对角形:

[T ]B = diag
{
C(p

k1,1

1 ), . . . , C(p
k1,r1
1 ), . . . , C(pks,1

s ), . . . , C(pks,rs
s )

}
,

其中对每个 i = 1, . . . , s, 整数序列满足 ki,1 ≥ ki,2 ≥ · · · ≥ ki,ri ≥ 1 且
∑ri

j=1 ki,j = mi.
上式中的每一个对角块都是某个多项式 pi(λ)

k 的友阵. 集合

E(T ) =
{
pi(λ)

ki,j | 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ ri
}

称为 T 的初等因子 (elementary divisors) 集合.
对于给定域 F 上的两个方阵 A,B ∈ Mn(F), 它们相似当且仅当它们具有完全相同的初

等因子集合. 因此, 上述不计块顺序的分块对角矩阵被称为 A 的第一有理标准型(初等因子
形式). 它是由 A 的相似类唯一确定的.

证明. 根据定理15.115.1(准素分解),空间 V 分解为各不可约多项式的准素分量 V [pi] = ker pi(T )mi

的直和. 在每个准素分量 V [pi] 上, 限制变换 Ti = T |V [pi] 的特征多项式为 pi(λ)
mi .

根据定理15.215.2, 在每个 V [pi] 内, 存在循环子空间的直和分解, 使得表示矩阵为友阵的直
和: diag{C(pki,1

i ), . . . , C(p
ki,ri

i )}. 将这 s 个分量上的基合并, 即得到整个空间上满足定理要
求的分块形式.
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关于唯一性: 对每个 i, 准素分量 V [pi] 上的初等因子由定理15.215.2的唯一性保证, 而准素
分量本身由 χT 的不可约分解唯一确定. 因此, 初等因子集合 E(T ) 是 T 的相似不变量. 反
之, 若两个变换具有相同的初等因子集合, 则它们在相同基下的矩阵都等于同一分块对角矩
阵, 故相似.

注 15.2 (不变因子). 除了以上基于底域多项式不可约分解而产生的第一有理标准型（初等
因子形式），还有另外一种不依赖不可约分解的方式刻画的有理标准型。关键事实是: 当两
个首一多项式 f(λ), g(λ) 互素时，分块对角矩阵 diag{C(f), C(g)} 相似于友阵 C(fg). 这
是因为 diag{C(f), C(g)} 的极小多项式为 lcm(f, g) = fg(由互素性), 同时特征多项式也为
fg, 故由定理8.68.6得到结论.
利用这一“合并”事实，我们可以对定理15.315.3中的初等因子重新打包组合。对于每个不

同下标 pi，将其所对应的次幂最高的那一项拿出来，把所有这 s 项乘在一起得到 f1(λ) =∏s
i=1 p

ki,1

i 。因为它们底数两两互素，它们组成的友阵块直和整体相似于一块大的友阵 C(f1)。（注
意到这里 f1 恰巧就是 T 的极小多项式 mT (λ)）。接下来，我们在剩下未被选取的初等因子
中再挑每个质因子次高的幂乘起来得到 f2(λ)，以此类推。如果某个质因子没有剩余了，那
它在后面多项式中的幂次就视作 0。这样操作完后，我们就得到了一个满足整除关系的多项
式序列：

fr(λ) | · · · | f2(λ) | f1(λ),

以及相对应的另一种直和分解形式：

[T ]B′ = diag{C(fr), . . . , C(f2), C(f1)}.

多项式序列 fr, . . . , f1 完全决定了 T 的相似类，它们被称为 T 的不变因子(invariant fac-
tors)，而这种具有整除关系友阵按块构成的矩阵被称为定理的第二有理标准型 (或不变因子
形式有理标准型). 需要注意的是, 不变因子是相对于当前底域 F 而言的: 若把底域扩大, 原
本不可约的多项式可能继续分解, 相应的标准型描述也会随之细化.

15.4 与若尔当标准型的统一

至此，我们看到有理标准型在任意域上的推广具有完美的普适性。如果我们再回归到若
尔当标准型要求的前提——代数闭域 (例如 C) ——上，所有的不可约多项式只能是一次多
项式 pi(λ) = λ− λi。此时：

1. 准素分解 V [pi] = ker(T − λi I)mi 会自然退化回第一步的广义特征子空间分解（参见
定理13.113.1）.

2. 对于一次多项式 λ−λi 的次幂 (λ−λi)
k，这种结构对应的初等因子就是 (λ−λi)

k。在
该子空间内，有理标准型给出的是其对应的友阵 C((λ − λi)

k)，而若尔当标准型给出
的是 k 阶若尔当块 Jk(λi)。
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3. 这二者其实是同一现象在不同视角下的不同表达基。代数特征上，两者的特征多项式和
极小多项式均为 (λ−λi)

k，因此 C((λ−λi)
k)与 Jk(λi)是精确相似的（可用定理8.68.6判

明）。

若尔当块的矩阵形式具有对角占优和移位结构, 在解析研究 (如常微分方程的矩阵指数)
中非常直观; 而有理标准型不需要求出多项式的根, 仅需不可约分解, 所依赖的全部运算都
在 F 上完成. 因此有理标准型在符号计算和控制论等需要在特定域上精确工作的场景中有
重要应用.

15.5 计算示例

在通过具体计算寻找有理标准型时，计算每一个准素分量的核空间链或者推导 K-代数
链理论上虽然具有确切的构造性，但在人工手算上有时显得过于繁复。我们在这里提供两个
例子，直接利用特征多项式、极小多项式以及几何重数（核的维数）等信息，逆向确立初等
因子和不变因子。

例 15.3 (实数域上的不可约二次因子). 在 R 上, 多项式

p(λ) = λ2 + 1

不可约. 它的友阵为

C(p) =

(
0 −1
1 0

)
,

这正是逆时针旋转 90◦ 的矩阵. 它在 R 上没有特征值, 但仍满足 p(C(p)) = C(p)2 + I = 0.
因而在实数域上, 这个 2× 2 块就是一对共轭复特征值 ±i 的实形式.

再看 p(λ)2 = (λ2 + 1)2 = λ4 + 2λ2 + 1. 其友阵为

C(p2) =


0 0 0 −1
1 0 0 0

0 1 0 −2
0 0 1 0

 .

由友阵性质,
χC(p2)(λ) = mC(p2)(λ) = (λ2 + 1)2,

所以它在 R 上的第一有理标准型就是一个 4× 4 块 C(p2).
与之对比, 分块对角矩阵

D = diag{C(p), C(p)}

也有特征多项式 (λ2 + 1)2, 但它已经满足 p(D) = 0, 因而

mD(λ) = λ2 + 1.
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因此 D 的第一有理标准型是两个 2× 2 块 C(p)⊕ C(p), 而不是一个 4× 4 块. 这个例子说
明: 在实数域上, 不可约二次因子的 “幂次” 扮演着复数域上若尔当块大小的角色.

例 15.4. 设在 Q 上的一个线性变换在某个基下的矩阵为

A =


0 0 0 −1
1 0 0 −2
0 1 0 −2
0 0 1 −2

 .

我们计算其在 Q上的有理标准型。注意到 A的次对角线全为 1,最后一列为 (−1,−2,−2,−2)T ,
这正是友阵 (定义8.158.15) 的形式, 即 A = C(χA). 尽管如此, 我们仍然完整展示计算过程.

(1) 特征多项式与不可约分解: 计算得 χA(λ) = λ4 + 2λ3 + 2λ2 + 2λ+ 1. 对其在 Q 上
进行不可约分解：由于 χA(−1) = 0，显然有因式 λ+ 1。做多项式长除法得到

χA(λ) = (λ+ 1)(λ3 + λ2 + λ+ 1) = (λ+ 1)2(λ2 + 1).

其在 Q 上的首一不可约因子是 p1(λ) = λ+ 1 和 p2(λ) = λ2 + 1，对应的准素分量维数分别
为 2 和 2。

(2) 确定初等因子类型: 对于 p2(λ) = λ2 + 1，因为其代数重数为 1，该分量的初等因
子只能是 p2(λ) 本身（对应一个 2 阶友阵）。

对于 p1(λ) = λ+ 1，其代数重数是 2，所以对应的初等因子分配要么是 {(λ+ 1)2}，要
么是 {λ+ 1, λ+ 1}。我们可以通过计算矩阵在 λ = −1 处的降秩来判断。考察 A+ I：

A+ I =


1 0 0 −1
1 1 0 −2
0 1 1 −2
0 0 1 −1

 .

容易验证其前三列线性无关，即 rank(A+ I) = 3，从而 dim ker(A+ I) = 4− 3 = 1。这说
明关于因式 λ+ 1 的初等因子只有一个，只能是 (λ+ 1)2 = λ2 + 2λ+ 1。因此 A 的全体初
等因子集合为 {λ2 + 2λ+ 1, λ2 + 1}。

(3) 组合成第一有理标准型（初等因子形式）: 根据初等因子直接写出各自的友阵

C(λ2 + 2λ+ 1) =

(
0 −1
1 −2

)
, C(λ2 + 1) =

(
0 −1
1 0

)
,

从而 A 的第一有理标准型为分块对角矩阵:

diag
{
C(λ2 + 2λ+ 1), C(λ2 + 1)

}
=


0 −1 0 0

1 −2 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 .
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(4) 不变因子形式 (第二有理标准型): 按照注记15.215.2提取最大次幂以组装不变因子：由
于两个初等底数 p1(λ) 与 p2(λ) 互素，且各自只有一个初等因子，我们直接将它们相乘打包
在一起，得到唯一的不变因子：

f1(λ) = (λ2 + 2λ+ 1)(λ2 + 1) = χA(λ).

所以它的第二有理标准型就是一个完整的 4 × 4 友阵 C(χA)，计算写出即为矩阵 A 本身！
这刚好与前文关于循环矩阵的直观相吻合。

例 15.5. 设 B =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 ∈M4(R). 我们求 B 在 R 上的有理标准型。

(1) 特征多项式与不可约分解: 由于 B 已经是分块对角阵，可直接写出 χB(λ) =

(λ− 2)2(λ2 + 1). 在 R 上，首一不可约因式为 p1(λ) = λ− 2 和 p2(λ) = λ2 + 1，代数重数
分别为 m1 = 2 和 m2 = 1。

(2) 确定初等因子: 对于 p2(λ) = λ2 + 1，m2 = 1，对应的初等因子只能是 λ2 + 1。对
于 p1(λ) = λ− 2，m1 = 2，其初等因子可能是 {(λ− 2)2} 或 {λ− 2, λ− 2}。我们计算考察
特征子空间 ker(B − 2I) 的维数（即几何重数）：

B − 2I =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2 −1
0 0 1 −2

 .

显然其非零行仅贡献秩 2，即 rank(B− 2I) = 2，故 dim ker(B− 2I) = 4− 2 = 2。几何重数
为 2 说明存在 2 块关于 (λ− 2) 的首一初等因子。因此初等因子分配必定是 {λ− 2, λ− 2}。
综合起来，B 的初等因子集合为 E(B) = {λ− 2, λ− 2, λ2 + 1}。

(3) 第一有理标准型 (初等因子形式): 写出各初等因子对应的友阵：C(λ − 2) = (2),

C(λ2 + 1) =

(
0 −1
1 0

)
。于是 B 的第一有理标准型为：

diag
{
2, 2,

(
0 −1
1 0

)}
=


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 .

在这个例子里，矩阵 B 恰好本身就是第一有理标准型。
(4) 不变因子与第二有理标准型: 我们通过重新打包初等因子来求不变因子序列。首

先，在所有不同的不可约底数中分别取出出现过的最高次幂，乘在一起作为第一个最大的不
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变因子 f1(λ)。目前 p1 的初等因子里最高次幂是 (λ− 2)1，p2 是 (λ2 + 1)1。因此：

f1(λ) = (λ− 2)(λ2 + 1) = λ3 − 2λ2 + λ− 2.

然后，对剩余的初等因子重复此操作以构造 f2(λ)：p2 已无剩余（视作 1），p1 还剩余一项
λ− 2。将其乘起来得到：

f2(λ) = λ− 2.

易见 f2 | f1 且 f1f2 = χB。所以该矩阵的不变因子序列为 f2(λ), f1(λ)。

据此，将这两个不变因子转化为相应的友阵 C(f2) = (2) 以及 C(f1) =


0 0 2

1 0 −1
0 1 2


（由友阵定义8.158.15, f1 = λ3−2λ2+λ−2的系数给出最后一列 (−a0,−a1,−a2)T = (2,−1, 2)T），
组合即可得到第二有理标准型（不变因子形式）：

diag{C(f2), C(f1)} =


2 0 0 0

0 0 0 2

0 1 0 −1
0 0 1 2

 .

15.6 习题

15.6.1 练习题

习题 15.1 (准素分解的直接应用). 设 T 是 Q 上线性空间 V 上的线性变换, 且

χT (λ) = (λ2 + 1)2(λ− 3).

写出准素分解给出的直和分解, 并求各个准素分量的维数.

习题 15.2 (实平面旋转的有理标准型). 设

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
∈M2(R),

其中 θ 6≡ 0, π (mod 2π). 求 Rθ 在 R 上的特征多项式、极小多项式和有理标准型. 并说明
为什么它在 R 上没有若尔当标准型意义下的实特征值分解.

习题 15.3 (四阶矩阵的初等因子). 设 A ∈M4(Q) 的特征多项式为

χA(λ) = (λ2 + 1)2.

列出 A 可能的初等因子集合. 对每一种可能, 写出对应的第一有理标准型.
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习题 15.4 (不变因子). 设某线性变换的初等因子为

(λ− 1)3, (λ− 1), λ2 + 1, (λ2 + 1)2.

求它的不变因子序列, 并写出第二有理标准型的分块形式.

习题 15.5. 在有理数域 Q 上，判断多项式 x2− 2 是否能分解成一次因式的乘积。再说明它
在实数域 R 上的情况。

习题 15.6. 写出多项式
p(x) = x2 + 1

的伴随矩阵，并计算它的特征多项式。

习题 15.7. 设

C =

(
0 −2
1 0

)
.

计算 C2，并找出一个二次多项式 p(x) 使 p(C) = 0。

习题 15.8. 说明为什么矩阵 (
0 −1
1 0

)
在实数域上没有实特征值，但仍然可以通过多项式 x2 + 1 来描述其行为。

习题 15.9. 设 T 是一个线性变换，且满足 T 2 = 0，但 T 6= 0。给出一个 2 × 2 矩阵例子，
并说明它与幂零块的关系。

15.6.2 思考题

习题 15.10 (中心化子与循环矩阵). 设 A ∈ Mn(F ) 的极小多项式等于特征多项式. 证明所
有与 A 交换的矩阵都可以写成 A 的多项式, 即

{X ∈Mn(F ) | XA = AX} = F [A].

习题 15.11 (有理数域上六阶线性变换的中心化子). 设 V 为有理数域 Q 上的 6 维线性空
间，T : V → V 为一个 6 阶线性变换，即 T 6 = I，且对任意 0 < k < 6 均有 T k 6= I。记

C(T ) = {S ∈ EndQ(V ) | ST = TS}.

请问 C(T ) 的可能维数有哪些？请证明结论，并写出当 C(T ) 维数取得最大值和最小值时，
T 的特征多项式分别是什么样子的。

习题 15.12 (中心化子代数). 设 V 是 n 维复向量空间，T : V → V 是线性变换。定义

C(T ) = {S ∈ End(V ) | ST = TS}.
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1. 若 T 的极小多项式等于特征多项式，证明

C(T ) = {p(T ) | p ∈ C[x]},

并推出 dimC(T ) = n。

2. 若 T = diag(λ1In1
, . . . , λkInk

) 且 λi 两两不同，证明

C(T ) ∼=Mn1
(C)⊕ · · · ⊕Mnk

(C),

并求维数。

3. 证明对一般的 T，dimC(T ) ≥ n，并讨论等号条件。

习题 15.13 (两个若尔当块的中心化子维数). 设整数 m,n ≥ 2，a, b 是实数。设

A =

(
J 0

0 K

)
,

其中 J 是 m 阶若尔当型下三角块，K 是 n 阶若尔当型下三角块：

J =


a 0 · · · 0

1 a
. . . ...

0 1
. . . 0

... . . . . . . a

 , K =


b 0 · · · 0

1 b
. . . ...

0 1
. . . 0

... . . . . . . b

 .

求线性空间
{X ∈Mm+n(R) | AX = XA}

的维数。

习题 15.14 (五阶线性变换的有理标准型). 设 n 为正整数，使得存在 A ∈Mn(Q)，满足

A5 = In, A− In 非退化.

1. 求 A 在 Q 上的极小多项式。

2. 求 n 的所有可能值，并证明。

习题 15.15 (有限域上的矩阵方程与相似类计数). 设 q 为素数幂，A ∈Mm×n(Fq) 为秩为 r

的矩阵。

1. 证明方程 Ax = b 在 Fn
q 中的解的个数为

#{x ∈ Fn
q | Ax = b} =

qn−r, b ∈ ImA,

0, b /∈ ImA.
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2. 通过对所有 b ∈ Fm
q 求和，证明∑

b∈Fm
q

#{x ∈ Fn
q | Ax = b}2 = q2n−r.

3. 设 A ∈Mm×n(Fq)，B ∈Mm×ℓ(Fq)。计算

N(A,B) = #{X ∈Mn×ℓ(Fq) | AX = B},

并证明 N(A,B) 6= 0 当且仅当 rank(A) = rank(A | B)；此时 N(A,B) = q(n−r)ℓ。

4. 设 A,B ∈Mn(Fq)，定义

S(A,B) = #{P ∈ GLn(Fq) | PAP−1 = B}.

证明：若 A 与 B 不相似，则 S(A,B) = 0；若 A 与 B 相似，则

S(A,B) = #C(A),

其中 C(A) = {P ∈ GLn(Fq) | PA = AP} 是 A 在 GLn(Fq) 中的中心化子。

5. 利用轨道-稳定子公式说明 A 的相似类大小为 # GLn(Fq)/#C(A)，并证明∑
相似类[A]

# GLn(Fq)

#C(A) = qn
2

.

对 n = 2 的情形，列举 M2(F2) 的所有相似类，并验证该公式。
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K-线性, K-linear, 375375
R-线性空间, R-vector space, 7979
p(T )-拟幂零变换, p(T )-quasinilpotent

transformation, 372372, 374374
q-二项式系数, q-binomial coefficient, 3636
q-整数, q-integer, 3535
q-阶乘, q-factorial, 3636

Beltrami, Eugenio, 270270

Cauchy-Binet 公式, 149149
Cauchy-Schwarz 不等式, 240240, 254254
Cayley-Hamilton 定理, 200200

Eckart, Carl, 270270
Eckart-Young 定理, 282282

Frobenius 内积, Frobenius inner product,
222222

Gauss, Carl Friedrich, 289289
Golub, Gene, 270270
Google 矩阵, Google matrix, 197197

Hilbert, David, 270270
Hilbert 矩阵, Hilbert matrix, 235235
Hotelling, Harold, 288288

Jacobian 矩阵, Jacobian matrix, 364364
Jordan, Camille, 270270

Kahan, William, 270270
KV 缓存, KV cache, 322322

Laplace 公式, 147147
Legendre, Adrien-Marie, 289289
logits 矩阵, logits matrix, 314314
Lorentz 型, Lorentz form, 222222

Lyapunov 函数法, Lyapunov function
method, 364364

Lyapunov 稳定, Lyapunov stability, 360360

Markov 链, 196196

Nyquist 稳定性判据, 361361

one-hot 表示, one-hot representation, 303303

Pearson, Karl, 288288
Piazzi, Giuseppe, 289289

QR 分解, 244244

Routh-Hurwitz 判据, 361361
rowsoftmax, 307307

Sarrus 法则, 138138
Schmidt, Erhard, 270270
softmax, 306306
Sylvester, James Joseph, 270270
Sylvester 惯性定理, 227227

teleportation, 198198
token, 302302
top-k 采样, top-k sampling, 321321
top-p 采样, top-p sampling, 321321

Vandermonde 行列式, 144144

Young, Gale, 270270

三角不等式, triangle inequality, 240240
上三角阵, upper triangular matrix, 6565
下三角阵, lower triangular matrix, 6666
不动点, fixed point, 359359
不变因子, invariant factors, 378378
不变子空间, invariant subspace, 191191
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不可约多项式, irreducible polynomial,
182182

不相容的, inconsistent, 3030
不稳定, instability, 360360
不稳定极点, unstable pole, 361361
不稳定结点, unstable node, 362362
不稳定退化结点, unstable degenerate

node, 363363
严格上三角阵, strictly upper triangular

matrix, 6666
严格下三角阵, strictly lower triangular

matrix, 6666
中心, center, 362362
中心流形理论, center manifold theory,

364364
主元, pivot, 2424
主元, principal unknowns, 2828
主成分, principal component, 286286
主成分分析, principal component

analysis, 284284
二次型, quadratic form, 223223
二次曲线, conic, 258258
二次曲面, quadric, 259259
互素, coprime, 181181
交, intersection, 9898
交叉熵损失, cross-entropy loss, 316316
交错多重线性函数, alternating

multilinear function, 134134
代数余子式, cofactor, 142142
代数元, algebraic element, 166166
代数重数, algebraic multiplicity, 199199
仿射空间, affine space, 7878
伪逆, pseudoinverse, 291291
伴随矩阵, adjugate matrix, 145145
伴随算子, adjoint operator, 233233, 257257
位置编码, positional encoding, 304304

余子式, minor, 142142

值向量, value vector, 308308
偶排列, even permutation, 137137
像, image, 119119
克拉姆法则, Cramer’s rule, 146146
共轭相合, congruence by conjugate

transpose, 252252
典范同构, canonical isomorphism, 220220
内直和, internal direct sum, 101101
内积, inner product, 229229, 240240
内积空间, inner product space, 240240
内自同构, inner automorphism, 263263
准素分解, primary decomposition, 372372,

373373
准素分量, primary component, 373373
几何重数, geometric multiplicity, 199199
分块对角矩阵, block diagonal matrix, 5353
分拆, partition, 332332
分离线, separatrix, 366366
列向量, column vector, 1414
列向量空间, column vector space, 1414
列满秩矩阵, full column rank matrix, 2727
列空间, column space, 7575
列随机矩阵, column-stochastic matrix,

196196
初等因子, elementary divisors, 377377
初等矩阵, elementary matrix, 4545
前馈网络, feed-forward network, 312312
加法, addition, 1414
半正定, positive semidefinite, 228228, 252252
半负定, negative semidefinite, 228228, 253253
单位根, root of unity, 5858
单位矩阵, identity matrix, 2424
单位矩阵, identity matrix, 4444
厄米特内积空间, Hermitian inner
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product space, 253253
厄米特变换, Hermitian transformation,

256256
厄米特型, Hermitian form, 251251
厄米特阵, Hermitian matrix, 252252
友阵, companion matrix, 167167, 205205
双曲平衡点, hyperbolic equilibrium, 364364
双线性型, bilinear form, 220220
双线性型的核, kernel of bilinear form,

225225
反对称双线性型, skew-symmetric bilinear

form, 220220
反对称矩阵, skew-symmetric matrix, 4949
反射, reflection, 250250
可对角化, diagonalizable, 193193
可逆, invertible, 4747
右奇异向量, right singular vector, 273273
右逆, right inverse, 4747
和, sum, 9999
商空间, quotient space, 103103
因果语言模型, causal language model,

315315
因果遮罩, causal mask, 310310
坐标, coordinate, 9595
域 K 上的线性空间, 375375
域, field, 160160
域扩张, field extension, 165165
基, basis, 9090
基点, base point, 7878
基础行变换, elementary row operations,

2323
增广矩阵, augmented matrix, 2424
复数结构, complex structure, 166166
外直和, external direct sum, 101101
外自同构, outer automorphism, 263263
多头注意力, multi-head attention, 311311

多项式环, polynomial ring, 178178
天体运动论, Theoria Motus, 289289
夹角, angle, 241241
奇异值, singular value, 272272
奇异值分解, singular value

decomposition, 270270, 272272
奇异值分解定理, 272272
奇排列, odd permutation, 137137
奇点, singular point, 359359, 363363
子域, subfield, 162162
子空间, subspace, 7373, 8181
实对称矩阵谱定理, 247247
对偶基, dual basis, 220220
对偶空间, dual space, 219219
对合矩阵, involution, 204204
对称双线性型, symmetric bilinear form,

220220
对称矩阵, symmetric matrix, 4949
对角化, diagonalizable, 189189
对角矩阵, diagonal matrix, 4444
层归一化, layer normalization, 312312, 314314
嵌入矩阵, embedding matrix, 303303
嵌入维度, embedding dimension, 303303
左奇异向量, left singular vector, 273273
左逆, left inverse, 4747
常微分方程, ordinary differential

equation, 350350
常系数线性递推, linear recurrence, 340340
幂等矩阵, idempotent matrix, 204204
幂迭代, power iteration, 198198
幂零, nilpotent, 117117
幂零变换, nilpotent, 331331
幂零矩阵, nilpotent matrix, 204204, 331331
幂零若尔当块, nilpotent Jordan block,

331331
平凡因式, trivial factor, 179179
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平稳分布, stationary distribution, 196196
平衡点, equilibrium, 359359, 363363
平衡点的稳定性, stability of equilibrium,

359359
广义特征子空间, generalized eigenspace,

199199
庞加莱多项式, Poincaré polynomial, 3535
度量空间, metric space, 242242
开左半平面, open left half-plane, 361361
形式导数, formal derivative, 184184
循环子空间, cyclic subspace, 375375
循环矩阵, circulant matrix, 261261
快速傅立叶变换, fast Fourier

transformation, 5858
快速傅立叶逆变换, inverse fast Fourier

transformation, 5858

惯性指数, inertia index, 227227
扩域, extension field, 162162
拓扑等价, topological equivalence, 364364
排列

符号, sign, 137137
数乘, scalar product, 1414
整除, divides, 179179
斜厄米特变换, skew-Hermitian

transformation, 256256
方向空间, direction space, 7878
方阵, square matrix, 2323
星形结点, star node, 363363
最优最小二乘解, minimum norm least

squares solution, 290290
最大公因式, greatest common divisor,

180180, 181181
最小二乘法, least squares method, 290290
最小多项式, minimal polynomial, 167167
最简行阶梯型, reduced row echelon form,

2424
有理函数域, rational function field, 170170
有理标准型, rational canonical form, 372372
有理标准型定理, 377377
有限域

Fp, 161161
有限域, finite field, 161161
本原单位根, primitive root of unity, 5858
极分解, polar decomposition, 293293
极大线性无关组, maximal linearly

independent set, 8787
极大线性无关组, maximal linearly

independent subset, 8989
极小多项式, minimal polynomial, 202202
查询向量, query vector, 308308
标准内积空间, standard inner product

space, 240240
标准正交基, orthonormal basis, 240240, 255255
标签移位, shifted labels, 316316
核, kernel, 7474, 118118
根, radical, 226226
根, root, 183183
格拉姆-施密特正交化, Gram–Schmidt

process, 243243
格拉姆矩阵, Gram matrix, 221221, 305305
概率向量, probability vector, 196196, 303303
次数, degree, 178178
欧几里得空间, Euclidean space, 229229
正交, orthogonality, 241241
正交变换, orthogonal transformation, 245245
正交基, orthogonal basis, 224224
正交对角化, orthogonally diagonalizable,

246246
正交投影, orthogonal projection, 243243
正交相似, orthogonally similar, 246246
正交矩阵, orthogonal matrix, 244244

389



正交群, orthogonal group, 244244
正交补, orthogonal complement, 226226
正定, positive definite, 228228, 252252
正规变换, normal transformation, 256256
正规方程, normal equation, 290290
正规矩阵, normal matrix, 255255
正规矩阵谱定理, 256256
残差连接, residual connection, 312312
汉明码, Hamming code, 164164
法向量, normal vector, 250250
注意力机制, attention mechanism, 305305
渐近稳定, asymptotic stability, 360360
温度采样, temperature sampling, 321321
满秩矩阵, full rank matrix, 2727
潜在语义分析, latent semantic analysis,

271271

特征值, eigenvalue, 190190
特征向量, eigenvector, 190190
特征多项式, characteristic polynomial,

190190
特征子空间, eigenspace, 192192
特征方程, characteristic equation, 340340
特征脸, Eigenface, 288288
特殊正交群, special orthogonal group,

245245
相似, similar, 193193
相似矩阵, similar matrix, 115115
相合, congruent, 221221
相图, phase portrait, 362362
相容的, consistent, 3030
相抵, equivalent, 5151
相抵标准形, rank normal form, 5151
矩阵, matrix, 2323
矩阵乘法, matrix multiplication, 4242, 4343
矩阵函数, matrix function, 351351

矩阵指数, matrix exponential, 350350
确定的, definite, 3030
秩, rank, 2727
秩, rank, 115115
秩标准形, rank normal form, 5151
稳定极点, stable pole, 361361
稳定结点, stable node, 362362
符号差, signature, 227227
第一有理标准型, first rational canonical

form, 377377
第二有理标准型, second rational

canonical form, 378378
等距变换, isometry, 245245
等距同构, isometry, 221221
系数的限制, restriction of scalars, 165165
系数矩阵, coefficient matrix, 2424
纯量矩阵, scalar matrix, 4444
线性函数, linear function, 1616
线性函数, linear functional, 219219
线性化系统, linearized system, 364364
线性同构, linear isomorphism, 118118
线性方程组, solution of system of linear

equations, 1818
线性方程组, system of linear equations,

1818
线性无关, linearly independent, 8383
线性映射, linear map, 110110
线性映射空间, space of linear maps, 112112
线性生成, linear span, 7575
线性生成空间, linear span, 8282
线性相关, linearly dependent, 8383
线性码, linear code, 164164
线性空间, vector space, 163163
线性组合, linear combination, 1616
线性组合, linear combination, 8282
维数, dimension, 9090
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缩放因子, scaling factor, 309309

自伴随, self-adjoint, 248248
自回归模型, autoregressive model, 310310
自回归生成, autoregressive generation,

321321
自然投射, canonical projection, 104104
自由元, free unknowns, 2828
舒伯特胞腔, Schubert cell, 3333, 3535
良定义, well-defined, 103103
若尔当块, Jordan block, 331331
若尔当标准型
幂零变换, 332332

若尔当标准型, Jordan normal form, 338338
若尔当标准型定理, 338338
范德蒙德矩阵, Vandermonde matrix, 5858
螺旋汇, stable spiral, 362362
螺旋源, unstable spiral, 363363
行列式, determinant, 136136, 140140
行变换, row operations, 2323
行满秩矩阵, full row rank matrix, 2727
行空间, row space, 7575
行阶梯型, row echelon form, 2424
行随机矩阵, row-stochastic matrix, 306306
补空间, complement space, 102102
表示矩阵, representation matrix, 113113
词表, vocabulary, 302302
谱分解, spectral decomposition, 256256
谱定理
实对称矩阵, 247247
正规矩阵, 256256
线性变换形式, 256256

谷神星, Ceres, 289289
负定, negative definite, 228228, 253253
贪心选择, greedy decoding, 321321
赋值映射, evaluation map, 183183

超越元, transcendental element, 166166
距离, distance, 240240
转移矩阵, transition matrix, 9595
转置矩阵, transpose matrix, 4949
辗转相除法, Euclidean algorithm, 180180
辛变换, symplectic transformation, 263263
辛基, symplectic basis, 230230
辛矩阵, symplectic matrix, 230230
辛群, symplectic group, 230230
迷向子空间, isotropic subspace, 233233

退化结点, degenerate node, 362362
逆序, inversion, 137137
逆序数, 137137
酉变换, unitary transformation, 256256
酉相似, unitary similarity, 255255
酉矩阵, unitary matrix, 255255
酉空间, unitary space, 253253
重根, multiple root, 184184
键向量, key vector, 308308
长度, length, 240240
阶数, order of matrix, 2323
阻尼因子, damping factor, 197197
陪集, coset, 103103
零化多项式, annihilation polynomial, 200200
零空间, null space, 7474
零空间, zero space, 7474
非退化, non-degenerate, 225225
鞍点, saddle point, 362362
首一多项式, monic polynomial, 178178
高斯系数, Gaussian coefficient, 3636
齐次常系数线性递推关系, homogeneous

linear recurrence with constant
coefficients, 340340

齐次线性方程组, system of homogeneous
linear equations, 2929
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